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���� ������� �����������	 ������� ����������	 	��� �	 	������	 �	���������	 �� ��� 	���		

��� �� ������� �� ��� ��	��������� 
��� �	 	��� �	 ���� ���� 
��� ��������		���� �� ��������
������ ��������� ����������� �� ����� ������	 ����
 �	 �� �������� 	��� �� ���	� ��
�������	�
��� 
���� �� ��� ��� ���� ��� � ������ ��	������ �� ���� �	 ��	������� �� ��������		�������
��� ���������� �������	� �� ��� ����� ���� ������������� 
���	 ��� ����� ��	��������� ���		���
������	 ��� ��	������� �� � ������������ ��������� !"���#�� $ "��%%� �&��'�( ��� ���������
���������� ������	 	��� �	 �)��� ��
 ����� ������������� 
���	 ��� ���� �����
�	 ��� ����������
�������%����� ������	 
��� ���������� ������ �� ��� ��	� �
� ������	� ��������� �� ��� �����
	���� �� ��� ���� �� ���������� 	������	 �	���������	 �� ���������� ��������� *�
	 !
�	� ��� 
	����� �� "����	 $ +����	 �� &,�� �-�(� ��� ���� 
�	 �� ���������� ��� "���#�� $ "��%%�
��������� �� ������ 	�������� �� ��� 
���� ������� 	����� 
������ ��	������ ���	�	������ .��
�� ���	� ������	� ������ /������� 0��	� �)����	 !/0�( �&1��23�� ���	�	�	 �� ������ ���	� 	)����
����	 ��	�� �� ��� ��	����� �� ��� �)��������� �)������ �� ��� �������� ����� ������������ ��� 
����%��� ����	 ��� �� ��� �� ��� �����
��� ���� ����������� ��� ������	�� ���� 	���� !��������
������ 	������%����� ���������( � 4
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��� �������������� �� ��5����� ���	��� �����	 !��� 9�	�	 ��� :������ ;�����(� �������	
!<-� �2( ��� �����������	 !�� ����� � �( ��	 ���� ������� ���� "��������	 ���
�� ���
	����������	 �� 	������� ������	 ��� ��������� � ��
 	����� ����������� �	 	������

� :���������� ��� ����������� �� ����������� /0� �����������	 �� ��� ��������� ���� 
���	� ��� ���� /0� 	������%��� 	����� ��	 ���� ����� 
�	� �� ��� ��������		���� ���	������
�������� ��	������� ��	�	 ���� ���� 	��
� ���� ��	���	 �� �)��� )������ ����� �� ��������
���������� ��� ��	��������� ���� �� ��� 
�������� ����� ��������� ������� ���� ��� ��� 
����� �� ��� ���		��� !������ ��	� �� � ����
�� /0� 	������ ���� 	������ �� ��� �=;/
��������(� ���	 �	 ���
���� �� ��������		���� ��� �������� ���	������� >������ ��������
�� ����� �� �������� ��� ��	��������� ������������ �� ��� 
�������� ���� ���	�	 ���� ��� 
����%����� ��?������	 �� ��� ���	��� ��	�� ��� ������ �� ��� 	� ������ 	������%����� ������  �
������������ �� ��� 	������%��� ����	 
��	� 8�	��
������ ��� �� �	�����	��� �� �����	�����
�����	�	  ��	 ��	� ���� 	�������%���

� 6� ��� ������� �� ������ ������������� *��� �������	� 	�������� �� ���	� �������� 
����
�������	 ��� �� ������ ������� ����� �����	�	� 
���� ���	�	����� �	 �������� �	 ��� ��	�����
�� ��� �)��������� �)������ �	 ���	��� �� ��� 	������%��� ����	� 6� ��� ��������� ��	�� ��
����� �����	�	 �� ��� 	��� ���� �	 ���� ������	� ��� �� 	�� ����		����� ���������� �������
	����� ��	�� �� ��� @����� 6�������� A������	 !@6A( �������� �-���-2� 
�	 �����������
�� ����� �� ������� � ��������� ���	���� 8�	��
������ �� ��� ���	���� �� 	������%��� ����	�
��������� ���� �)��������� ���� � 
���� �����	����� ������� ������ 
��� ���� ����� ��� 
��� �������������	� B� ���� ������� �� ��� 	����������	 ���� ���	 �������� !@6A 	�����(
	����	 
��� ����
�� /0�� 6� ��	� ���������	 � ����������� ��������� �� ��� �����������
���� ��� �� ��	������ �� 	��� 	��������	 ���� ����������� ���	������ !������������� �����(
�� 
���� 	�����	�

� >������ �������� ������� �� �� "��%%� $ ;���C����� �1� ��� �	�� ��� ��� 
�	� ���� ��
;�	��� �� �� �--� �� ��� 	��� ��������	 ������� 	������%�	 ��� ���		��� �)������ �� ������
��� ���		��� 0�������� ��	������ ���� ��� ���������� �� ��� �)��������� �)������ !0���� 
���� ���		��� �������� 	����� !0;.�( ��	� ����� �� �-��(� ���	 �������� ��	 ��	� ����
����������� �� ����� �� ������� ��	���	 
��� ����
�� /0� ��� @6A 	����� ���������	�

� @��� ��5����� ���������	 ���� ���� ������� ��� �� ����� �� �������� ��� ��5����� �� 
�������	� @��	�� ��� ����
�� /0� 	����� ��	 ���� ���������� �� �� ��������		���� ���	 
������ !�� �����	( �������4 ��� ������ ������ *�
� ����� ����� ���	�����	��� ��	�	 ����
���� ���������4 ��� ����� �������� ������ �� �� �������� ���		���� ��� 	�������� �����	�	 ��
� �������� ��� ��� ��� ������� �������� �� � 	���� �������� ���	� ���������	 ���� 	��
�
���� ���� ��� ����
�� /0� ��� ��� 0;.� ������	 ���� ��� 	��� ��	���	4 ���� 	������%�
��� ���		��� 
��� ��� ����� ���������� ������� ���� �� ��� ���	���� �� ��5����� �������
����	 �� ��� 	��� ��	�� ��� @6A 	����� �������� ����	� ���
��	 ��� 	��� �����������	
��� 	�������	 ��	 ������� �� �������� ��� � ���� ���� ��� ��	 ����������� ��������� ��	 ���
�� �� ������ @������� ���	� ���������	 ���� ��	� ����
�� �	 �� ��������� ��� 	������%�����
��������� � �



���� �����
	
� ��
��	�
� 2

��� �����
�
� ��
����
�

@�� 	��� �� �������� ��� �	 �����
 ���� ��� ��������� �)������	 ��� ����� �������	� ������ ��� &:
��������� ��5�	��� �������� ��� ��������		���� 	����� 	���� D����� �����	 �)������	 ��� ���
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�	� �	 ��� �� ��� ���	���� �� ��� ���������� ����� 
���� ��� �� ���
���	� �� 	������	 �	���������	 �� ��� 	������� 
��� �� ������	 ����������� 
��� ��	���� �� ���
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��� ������� 	����� �	���������	 �� ��� ���		��� 
���� ���	 �������	
�	 ���� �	��� 	������� !�� (������ �������	 
���� ��� �� ���� ��������� �	�� ��	� �� ��������

��� � ��������		�� ��� ����� 	������� �� ������������� ��	�	� 6� ��� ������� �� ���������
�����	�	 �� 	����	 ��������� ���	������� ���� �� ���	� �������	 ��� ���	���� ��� 
�	� �� ��� �����
�������	 �	 ��?���� �� ������ �� 
�	� 	����� �������� ��� ���	��� ���� �� ��� ��������� �� ����� 
������ ���	���	 	����������	 
��� ��� ���������� ����� ��� ��� 	����� ������� ���	�	 �	 	��� �	
�)��� ������������� 
���	 ��� ���	��� >���� 
��� ���		��� �	���������	� 
� ������ � �������� ��
���������� ��	� ������� ������ ��� ��������		���� ���	������ �� ���	������� �������%����� �������
�� 	��� ���	������ 	����� ���������4
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������ ���	������(
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1D adv.-diff., u = 25, k = 0.5, alpha =uh/2k= 2.5
phi(0)=0, phi(L)=1, f=0

-0.5

0

0.5

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0 < x < L

p
h

i(
x)

Theoretical sol. Central diff. Upwind diff. Exact artif. diff.

‘

!����
 �"�� #
����� $ ������ ���
�
��
� ��� 
%��� ��������� �������� 

�	�� ��� � � ���



���� ������	
 ��������
���� ��
����� ��������� ��

ksi_bar = f(alpha)

0.00

0.40

0.80

1.20

1.60

2.00

0 5 10 15 20 25 30

alpha

ks
i_

b
ar

ksi_bar alpha / 3

!����
 �"&� � �����
� �
���� �

�	
�
 � �� �
�
�
��
� �	
� �����%�
����� �� '
�� �	
 
%��� �������� ��������� ���(� ')�

� �
�

�
��� ����&�

�	
�
 �
 �
���
�
 �� �� *+, ��� �	
 
�


�� -
��
� ��
'
�� �� �
��
� ') �������� ���.��

� � ���	��
�

�
����(�

!����
 �"& ����� � � �
��� �
 �����
 �	�� �
�
���

� � �
�
� �	
� �
 ����) �	�� 
%��� ���������

�������� ��	


 �� ��� ���'�

� �
 �

 �	�� �	
 
%��� �������� �� ������
� 
%����) �� �	
 ���
�
��

 !����
 �"���

������ � ������� ��	������
 �����
���� �� � � ��� � � �


������ � ������ ��	������
 �����
���� �� � � ��
�
�� � � �




�� ������� �� 	
����
��	�


����� �����	
��
����� ������

�
 ���� ��� �
���
 � ����������� 

�	�� ��
���� �� �	
 
%��� ��������� �������� 

�	��� /�������
���
 �	
 �������� ���
�
����� 
������� ���� � �
�0 ���
 ��� '
 �'����
� ') ��

�����)��� �� ')
� �
��	���� �������� � ��� ���
������� ��
� �	
 ��
����

� �

�

�
�
����� � ����� � �

�
	
 � � ����1�

� � � �� 
 � � ��� 
 � � ��� 2����	�
� '������) ���������� ��
 ����

��� 3��
������� �	

���
����
 ��� �	
 �������
 �
�
� ') ����� �
��� ���

� �

�

�
�������������

�
	
�

� �

�

��	
 � � ����4�

5	�� ���
 �� ����������
�) �� ��
�
����
 �� �	
 �
����� ���
�
��
� 

�	�� �� ���
�����"
��
����
� ���
�� 3� ���
� �� ����
�� �	�� ����� �
 ������
� ������ �� �	
 �
��"	��� ���
 ��
�������� ���4 �	
 ��������� �
�
�

�����
���

� ��

����

�
�
����� � ����� � �

�
�� ������

���	� � 
� � 

���	 �����
�� �� �� �����	��
�� �����
�� ���� �� ��	�� ��� ���
�� ��� ��	��
������ �� �����
�� ���� 
���� ���

�����
���

� ��

����

�� � ��
�
����� � ����� � �

�
���

�������
���

������������
�

��� ������
�

��� � � ���� �

�	�� ��
�� �� ��� 
����
�� ��� ��

��
�� ��
�	!"��	���� �����
����

� ����� � ����� � � � � 
� �#�	� �
����� 
���	
�	 ������ ���

� ������
�

�� � ������
�

��� ����
��
�� �� $�% ��	��� �
����� 
���	�����

&�� ���
� ��
�� 
� �� ����� � ����� �� ��� �%��� �	�
��
�
 �
'��
�� �������

� � 	���� ����(�

���	� 	 ) ��� ������� ��������� ���� ��	��) 
� �
#�� ���

	 �
�

����
���*+�



���� ������	
 �����
������� �������� ��������� ��

A A

AN
~

AN

A A

AN
~

AN

������ ��	
 ��
����� ��� ������ ���������
����� ��������� ���������

������ � �� ���������	��
������ ������ � � � ��� �
������� � � �

���� �

�� ��������

� ���� ���������
����� ������ �������� �� ������ �� ��� �������
 ��
����� ������

����� �� ��� ����

�����
���

�
��

����

������ ���� �� �� ������

�����	

���� � �
�

��
����
�

���
 ����
 �� ��
���������
 ��������� ��������
 ��� �
 ����
������ �� ������ ���� �� ��
�
����� ��� ��� ��������������
��� ��
�	

����� � ��
��

���
������

� � ���� ������ ������

����� �����	
��
���� �������

������������ ! � ������ "� ���� 
 ����#$�
�� ���� �� ��������� ��� � ����
��� $���� ���
%����&�� '��
��()����
 #����� �
 � ��������*����� �� ��� +������%����&�� �����$� ��� ���
�
�

�� ��&��� ��� ������ � �
 $��� �� ��� ��������� ���#	

�����
���

� ��

����

	�� ���� �� �� ����,�



�� ������� �� 	
����
��	�


��% 
����� &����
��� �������� �
&�$'����	 �()���!� "##�����$

����� ������	� 
�� �
������� � ������� ��� �� ����
��� ����
�
���
�� ����� 
�������
�� �
� �������
�� ������� ���� � ��
�� ����
�� �� �������� �� �
�� 
�� ���� �
������� ������ 
� �
� �� ������
!"��
�� �������
!# �
��� ����
�
�
�� ����� ���� ����� ����� �
�����
���
�� 
� ����� �� ���
��
�
� ��
�
��� $����%
� ��
���# �
� &
�
�� ��������� '������� �������
 ���� �
� �������� $����%
�
���
�� ����
�� �� � ������� �
(�����
�� �)���
��� �� �
�� ����� �� �
��� �
�� ���
 �������
��
����
�� �� ��� ������� ����
�� �
� ���� *���� +������� �)���
����

,
� ��� ��
� ������� �� 
��
�� � ����� ���% �� �

� ��������
�� ��� �
� ������
��- �� �
�
��� 
��� 
� �
���� 
��� �� .���
�� !�
��
�����! �
� ���� �� �
� ����
�
�
�� ����� �
��� 
� �
�
$+/ ��������
��# ��� �� �
� ��
�� 
��� 
� �
���� ���� 
�������� � �
����
���� �
������� 
���
�
� ����
�
�
�� ������

�� �
� ������
�� ����������� �� ����
��� �
� ��� �
����
���� ������
�� �
(��
�� ��������
0 �
�
��� �
�����
�� ����� �� ���� ���� � �1 �� 	1 ����
� �� ����
���
�� �
� 2��
�� /��%��
�)���
���� �� ����
�� 	�	# �� �
�� ���
�� ��� ��� ������
�� �)���
��� 3�)�
�
��
�� ��� �������
�� ����4 ������
�� �
� ���� ��
���
����

����� ������	�
 ��
��	���

'���
��� �
� �������� 51 ������
�� �
(��
�� ������� ���� � ����
� �� �����
 � 3��� &
����
5 64 �
�
 �������� ����
�
��� � � � �� � � � ��� � � � �� � � �� ���� 
� � ������ ����
��� ���� 
� �
� %���� �����
�� ���� �

�
 ���������� �
� ��%���� �� &
���� 5 7 
���������� �
��
�� �
����
�� ������� ����
� �� �
�
 �� � �� 8������ �� 9�:�� ������� ��
�� � ��� ��
��
� �����- �

&��:�� � �&��:�� �� ��� �&��:�� �� �� � �� � � 35�	74

*:�����
�� �
� �
(��
�� 9�� ���� � ��� �
� ������
�� ��������� ���� ���� �� ��
�� � �
�

������� �� �
�
� ����� �� ��
�� � �
�
 �
� 
��� �� ,����� �:����
��� ������ �� �� ��
��-

�� � ���� � �� � ������ �
	�

	�

����
�

�
���� 35�	;4

����� � ������� � �� � ��������� �
	����

	�

����
�

�
���� 35�	<4

��������
�� *)���
��� 5�	; 5�	< 
��� 5�	7 ���
�� �
�� �
� ���
�
�� �� � 
� ���
�����# 
���
�� � � �
��� ����� �
���
����
��-

�

	����

	�
�

	�

	�
� � � � 35�	=4

��������
�� &���
��>� ��� 3� � �� ��
��

4 ��� �����
�� � �� �� ��������-

����� � ����� � � � � 35��?4



���� ������ ���	�
��� ����
�
� ����� 
����� �������� ���	����� 56

l

u(x)

f(x)

qφ

x
l

u(x)

f(x)

qqφφ

x

&
���� 5 6- 51 ������
�� �
(��
�� �������

��� �� ������� �
� �������� ���� �� �
� 51 ������
�� �
(��
�� �������# �
��� � �
� ����� 
�
�� �����
�� ��������� 
�� ���� ��%�� �)��� �� ��

����� ����	��	�
 ��� ������	�
 ��� ���	��	��� �	�
�	�� �������

0����� �
� ������
�� ���� 
�� �� 
�������� ���
��
�� �

�
 
���
�� �
� �:����
�� �� �
� ,�����>�
�:����
�� �� �� �
� �

�� ����-

����� � ������� � �� � ��������� �
	����

	�

����
�

�
��

�

	�����

	��

����
�

�
���� 35��54

��������
�� �

� ��� �����:
���
�� 
��� ������� �� 9�:�� 3*)���
�� 5�	74 ����� ��-

�

	����

	�
�
�

�

	�����

	��
�

	�

	�
� � � � 35���4

��� ������# ��
�� &���
��>� ��� ��� �����
�� � �������� �����
�� �-

����� �

�
� �

��

�

�
���� � � � � 35��	4

@� �
������� ���
�� �
�� �������
�� ��� � 

�
�� �����:
���
�� �� �
� ������
�� ���� 
� 
�������� ��������� �� ���
��
�� �
(��
�� ��

�

� �
� ������
�� �)���
�� �

�
 
� �����
�� �� �
�

�
�������
��
� �����
 �� �� ��� �� �:������� ��-

� � 
��� 35���4



57 ������	 �� ���	��
�����

f

A B
h

qB

[uφ]B

qA

[uφ]A

xA= xB-h xB

f

A B
h

qB

[uφ]B

qA

[uφ]A

xA= xB-h xB

&
���� 5 7- 8������ ����
�

�
��� �� 
� � �
�������
��
� ������� �
����
�� 3
� 51 �
� �������>� �����
4 ��� 
� � ����
 
�
���
�� ��������� �� �� ������
����

����� �������	 ��	�� �! "��#	�	 ��	��

0����� ��� �
�� �
� �
(��
�� ���� 
�� ���� �� �� �:������ �� �� �
� �

�� ����� ��� � �
����
���
��
�� �� �
� ������ ���� � ���� ��� @� ��� �
������� ��
�� �
� ������
�� �:����
���-

�� � ���� � �� � ������ �
	�

	�

����
�

�
��

�

	��

	��

����
�

�
���� 35��64

�� � ���� � �� � ������ �
	�

	�

����
�

�
���� 35��74

,
� ������� �� 9�:�� ��� ����� 3������
�� �� �� �4-

���� � �������� ���� ��� ������� ���
�

�
����� � ���� ���� � � 35��;4

��� 
�������
�� *)���
��� 5��5# 5��6 ��� 5��7 
��� 5��; �
���� ������-

� �
�

�
��� � � 35��<4



���� ������ ���	�
��� ����
�
� ����� 
����� �������� ���	����� 5;

�
�
 � �
� ���
���� �� �
� ������
�� �
(��
�� �)���
�� ������ ��-

� � ����� � ����� � � 35��=4

�����	 
 �������� �� ��� �	
	� ���� � � �� 
����	�� ���� �	��� ��� �������� ������	���
�	���	�� �����	���

�����	 � ��� ���
 �
�
�
��� 	��������� ����	�	���	�� �� ��� ����� �� ��� �	������	�� �����	���

���������� � �������� ��	������
��� 
����� ���� ��  ����!	� ��� �� �����

�����	 � ��� �	����	���� ��������� �� ��	� 
����� 	� ���	��� 	� ��� 
���	�	
���	���� ����

����� 
����	�� ���� ����
�� � � �

�
�
�
��
�� � �� �� ��� � �

�
�� �� ��

�
�

����� �����	�
�� 
������ �������� ���������

������� ��� �	
	��� ��
	���� 	� 	 ��
��	�� ����� ���� ���
�� ����� ����� ���� ���� ��� 
�����
�� ��� ���	�� �	� ���� �	��� 	� � � � 	�� � �� �
������ �� �� �����	�� ���� ��� ���	���

� � ������ ���������
�

�
� � � �� !"�

���� �� � ���
�
�
� �� ��������� 	���� �#�������� ���� �	

�� �� �
������ �� ���� �	

�� ����
��

������������ $	�
�� �#�	�������

����� � �
	�

	�
� � �

�

�
� � � �� !��

����� � �� �#������� �� %�
	���� � &' 

������ � ��� ���	 �
 ���� � � � �
 	
���� ������ ���� ���
�� ����� ���� �� 	����� ��� ����

�
�� ��	 �
����� �� ���� ��� ����
���������� ����
	�

����� ����������� ������	���� ����  �����!"�	��#�� $�����

�� ���	�� 	 ��	� ���� �� ����

���
���� ��� ��	��
�(�� ��)������	
 %�
	���� � &* �� 	 ���������
�
������ 
 	�� ������	���� ���� ��� ���	�� ����� ���� � �� ���

� �

�




�
� �

�

�
���

�
	� � � �� !+�



�* ������� �� 	
����
��	�


f

A B
h / 2

qA

[uφ]A

xl

q

f

A B
h / 2

qA

[uφ]A

xl

qq

���
�� ���� ,	
	��� ���	�� ��#� �� 	 -�
�	�� ��
��	�� ���������

.�����	���� ��� ������ ���� �� �	��� ���
���

� �

�


�	��
�

�

� �

�


���	��

�
�

�

�

��
�

� � �� !/�

0����
���� ��� 1��� ��� ����� 	�� ������ ��	� 
 � � 	� � � � �2�����
�� ��
��	����

� �

�

�

�

�

�

��

�
�	��

�

�

�

����
���

� � �� !&�

�� ������
�� ��� ��	��
�(�� -�
�	�� ��
��	�� ��������� �%�
	���� � !���

� �

�

�

 �

�

�

��

�
�	�� 


�
���� ���� � �

	��
���

� � �� !!�

��� ������
���� ��� �
� ���� 	

 �
������ 	�� 	��
���� 
 	�� � �� �� �
��	

� �� �
�
�
)����� ���� �
��� ���������
����� 	� �
����� ��
��	���� ���������� ���
���� 3
�� �������

�����
���

� ��

����

������
�������
���

�������������
�

��� ������
�

���� �
�
���� ���� � �

���
���

� � ������

���	� �� �
�
� � �

�
���

�
� 
� ��
������ ��� ��������� �����������	�� �
����
	��

� � � ����� � ����� � � � � �� ���	� ������� ����	��	 �����	 ���



���� ������ ���	�
��� ����
�
� ����� 
����� �������� ���	����� ��

� ������
�

�� � ������
�

��� ���������	 �
 ��� 
����� ������� �����

���

� ���� ���� � � � � 
� � � �

������ � ��� ���� ��� �	
����
��
��� ���������� �� ��� ���� �� �
�� ������� �� ��� �������
�

����� �
���

������ �� �
���� �� ��
��
���� ��� ��	�
�� ��	��
�� ���������� �� ��	
� ��� �������� ���
�

����

 ��	��
�� ��������� 
� � � �� �	� �����
� ���� ���� � � � �

�
� � ��

������ �� ��� ���� ��������� ��� �����	

 �
��� ���  ��� � � �
�
���� !��� �� ����

� �� ���

��� �� �
�� ������� �� ��� ��������

����� �
�� "��� �#	
���� $�%&'( �� � ���� � � 	���� 
��

	 � �
���� �



�� ������	 �� ���	��
�����



������� �

#����$�
�����

�� ���� ��
����� �������� �
��� �������� 
�� ���������� ���� ������ ��� ! ������ "� ���
# �

���������� ��$������ ��������� ����
����! %���� 
 ����
 ������������ �� ��
�����
������	 ��
�
�� �����������$� ��������� � 
�� &�
��	 ��� ��
��
�� &���� ������� �����
������ 
�����
����
�� 
������ �� ��
������	 
�� ��
�����
������	!

��� �����
�
� ��
����
� �� ��
��


$ �����
���

����� ������	
����

�� ��� 
����"��� �������� ��� ����������� ��
� "� ���� �� ���
����� ��� �����
�	 $
��� �������
��
� "� "��� ���$� ����� ��� &���� ������� ������ 
�� ���������! ������ ��� ��	���
� �������� �

�������� 
�� ���
��� 
�� ����������! %���� 
���
����
� �
�
��� �
"� 
�� ���
���� '()'(*)� �
���	�

� ������$
���� �
 �
�� �	����� ���������	 

� �
�
��� �
 ����
� �������� �	����� �+��������� 

� �
�
��� �
 
����
� �������� �	����� �	�����	 �
 ��� ������ ������ 

%"� �
��� �������� 
�� 
��� ���������� ��� ��$������� ������� 
�� ��� ��
������ �������!
���
��	 ��� �����	 �
�
��� �
"� "��� ��� �� ���������� ���� 
� "� "��� ��
� "��� ����������
��������!

����� ���

�� �� ���
��

,�����
� 
����� 
������ �� 
 ���	 ������ ������
� 
����� "���� �
� �� ��������� �	 ��� �������
�
 ������ �������! %���� �������� �� ���� ������ ���
���� 
�� ��� ���	 ��$�� 
��-�� ��
����!

��



�� ������	 �� �	���
���	���

Stresses Strains

Tensors & Vectors

Field
Equations
(Balance Laws)

Constitutive
Modelling

(material-dependent)

Numerical Analysis

Mathematical Tools

Physical Concepts

Finite Element Method

Governing Equations

Results Displacements, Stresses, ...

������ ���� %�� ����
� �������



���� ����	���� ��
������ �� ������


 
�������� �(

∆A
∆f

n

x

������ ���� .������ �
 ��
����� $�����

/��#��� 
� ������ ���� "� �
� ��&�� 
 ��
����� $����� � ���

���� � ���
����

��

��
�����

��	
�� 
���	����� ���� ��� ���
���� ��
��� � ������� 	�
������ ��� ��� �	���
� ������ �� �
��� ���� ������ �� ���
� ������ 	� �� ��
���� � �� �	�
���� �� �� ������	
��� ��� ��	
�� ������
������ ��

���� � � � � �����

�����
� ���� ��� � ��� �����

����� �� �� ��� ���� �	
������  ���� ��
���� !� � ����������������� �
�
�� � ���� ���� ����

��
�������

� �

�
����

��� ��� ���

��� ��� ���

��� ��� ���

�
���� ���"�

#� ���� ��� ����� �� ���� ���  ����
� �� ���	��� ������	� ������ 	� �� ���� ���� � � �
�

��� ��������� ���� � ��� ���� ��� ����
������ 
��
�������



�" ������� �� ���	
�
���
�


X

xdS

ds

u

φ(X,t)

$��	�� ���� %������
� ��� 
	����� 
��&�	�������

����� �����	
 �� �

���

������ �� �����	
�����

�� �������	 �
� ������ �� � 
��	� �� �� ������ �� ��������� �� ����� ��� �������� �������������
���� ������ ����� � 
���
��
� 
����	
������ �
��� � �� �� �������� ����� �� ��������� 
	
�� ��� � 
	

��� 
����	
������ �
��� �
� ���� �������� ����� �� ���������� 
	 �! "��

������������� ��� ������� �
����
 �
� ��������� �� �
� ������ ��

� � � ��� ��
��������
� � ��� �� ��!#�

�
� ������
����� ��
��
 � �� ������ 
	�

� ��� �� � � ��� ���� ��!$�

����
������ �
������

�
� ����
������ �
������ � �� � ������ �� �� 
	�

� �
��

��

��������
�

��

��
��!%�



���� ������	�� �
��
	��� �� ���
	���� ������	�� �#

��� �� ��������� ���������

��� �
���

���

��!&�

�
� ����������� �� � �� ������ �
� ��
����� ����
�������

� � ������ ��!'�

�
��� ��
��� �����


�� �������	 �
� ����������� �� � 
��	� �� �� ����� �� ����	 �
�  �������� �� �
� ����������������

������ ��� ����

������ ������! (� �� ��)� � ���) �� ������ ��� ��� �� �*����� �
�  ���� ��
��� �� �
� ��������� ������������ ��� �	� �
��
 ����������� �� ��� �� �
� ������� ������������
���
 �
� 
��� �� �
� +	�
������� �
������

��� � ������ � ������
�� ��!,-�

�	� � ������ ��!,,�

.
��� ���� ������� �
���

��� �
���

���

��� ��!,��

��� �
�������� ����������� /������� �!,� ���� /������� �!,,�

�	� �
���

���

���

���

������ ��!,��

�
� ��������� 
������ �
� ���  ����� �	� � ��� �� � �������� �� �
� ����������� ���	! (�
���� ��� ������ �� �
� ����� ������������ �� �
� 
��	! �
������� �� ������

�	� � ��� �

�
���

���

���

���

� 
��

�
������ ��!,0�

(� /������� �!,0� �� �������	 �
� �*�������� ������ �
� ������
���� ���
 ���� ��� �� ���� �
�
� 1���� ������ ������! /������� �!& �
��� �
�� �� ��� �*����� � ���

� �
�

�

�
�
�
�� �

�
��!,#�

(� �� ���� ������ �� �*����� � �� �������� �� �
� ������������ ���� �! 2����� �
�� /�������
�!$ ��������

���

���

�
���

���

�
���

���

�
���

���

� 
�� ��!,$�



�$ ����
�� �� ����	�	���	��

3� �����	 ���� �� � ���� �*�������� ��� �
� 1���� ������ ������ ���������� ��� �

��� �
�

�

�
���

���

�
���

���

�
���

���

���

���

�
��!,%�

����� ��
����

4 ������ �����*������� �� ����� ������� ��� 
� ���� �� �� ��)� �
� ���������� �
�� ��� ��	
��� �
� �������� ��� �
� ���������� ��� ����� �����
! (� �
�� ����� �
� ��������� ��� �
� �������
������������ ��� ������! 3� ���� ������� �
� ������������ ����� �� /������� �!,% ��� �
��
������ �� �� ����� �
� ���������� �� �
� ������������ ������ ������ 
�� ���


�� �
�

�

�
���

���
�

���

���

�
����
� ������ ��!,&�

����� �����	�
�� �
�����

��� ��������	� 
�� �����
�� ������� ������ �� �� ������� � �����	� �������� ���� � ������ ��������

�� ��	� ������� ������ �� ���� � 	��������� ��	���������� ���	���� �� ����� �������� ���� �
�� ��� ���� ������� ������ �� � � ��� � � �� �

�
�

�� ����� �

�
�

�������� 
��� �

����� ��
��������
 �� ����

��� ����� ���� ���� �� � !��" � �� ���� � 	�� !� ��������� ���

���� �

�
�

	�� 
���#�

��� ����� �� ��� ������� ���������� �� ���� ����	���� ��� ������ �� ���� ���� $��� ���� �
	������ ������ � 
��� %����� ��&��

�����

��
�

�
�

�	

��
�� �

�
�

�	� � �� �� � � 
�����

����"��� ��� ��������	� ������� ������ �� �� ������

�
�

�	� � �� �� �

�
�

��� �	�� �� 
�����



���� ������	�� �
��
	��� �� ���
	���� ������	�� �'

v

n

V

ρ(x,t)

S

%����� ��&� (������ ������ �

��� 	��!����� )*������� ���� ��� ���� ����� ���

�
�

�
�	

��
� ��� �	��

�
�� � � 
���+�

�������� ���� � �� ��!�����"� �� �������� ��� 	��������" �*������ �� ��� ��	�� �����

�	

��
� ��� �	�� � � 
���&�

,� 	�� ���� ������� ���� �*������ ��������

��� �	�� �
�

�
�
�	��� � 	���� � 	���� � � �

��
�	� 	��� ��� 
���-�

.������	��� ���- ���� ���& �� ���������

�	

��
� � �

��
�	� 	��� ��� � � 
���/�

��� ����� ��� ��0������ �� ��� �������� ���� �����������

����

��
�

����

��
� � �

��
���� 
���'�



�1 ����
�� �� ����	�	���	��

�� ��� ��� �������� ���� �� ��� 	��������" �*�������

�	

��
� 	��� ��� � � 
���1�

.� ��� �������� �� ��	��������!��� ��
�� �������� ��� �� �������� ��� �����2���� ��	��������!����"

	���������
������ � ���� � � 
��� �

����� ���
���� ���
����� �
�����

3�"����� ��������� ������� ��������� ��� �������� ���� ���������� �� � ������ ��������� �����
��� 	������ �����	� ���
� 0��� �� ���	�� !�� ������� �� ��0��� �� ��� !������" �� � ����� ����

������� %�� ������	�� 	������� ��� ��������� �����������

�

��

�
�

	��� 
��+#�

����� � ��" !� � �	����� ��	������ �� ��������� 	��������� ���	���� 
��"��	�� *������" ���
���� ������ .� �� ������� ��� �!��� *������" �� ��� ��� �� ��� ���� ���������� �� � �� � ���
��� �����	� $���

�

��

�
�

	��� �

�
�

�

��
�	�� �� �

�
�

�	��� � ���

�

�
�

�
� �	��

��
� ����	���

�
��

�

�
�

�
	
��

��
��

�	

��
�� � ����	�� � 	� �

��
��

�
��

�

�
�

�

�
�	

��
� ����	��

�
�� �

�
�

	

�
��

��
� � �

��
��

�
�� 
��+��

��� 0��� ���� �������� !�	���� �� ��� 	����������� �� ���� 
)*������ ���&� ��� �� 0����"
����

�

��

�
�

	��� �

�
�

	

�
��

��
� � �

��
��

�
�� 
��+��

.������	��� )*������ ���'� �� ��� ��� ������ �������

�

��

�
�

	��� �

�
�

	
��

��
�� 
��++�



���� ������	�� �
��
	��� �� ���
	���� ������	�� � 

t

f

V

S

%����� ��-� )*����!���� �� � !��" �

����� ����
�� �� ��
��� ����
� �

��� !����	� �� ������ �������� ��������� ��� ��	� ���� ��� ����� ���	�� 
!��" ��� ���	�����
�	���� �� � ����� !��" � 
��� %����� ��-� ��� �� �*����!���� ���� ��� ���� �� 	����� �� ������
��������� �

�

��� �

�
�

��� �
�

��

�
�

	��� 
��+&�

��� ������ �� ������ ������ �� �������	�� !" (��	�"� ��� ��� ��������	� ������� ������ ��
�� ������ �

�

��� �

�
�

�� � �� �� �

�
�

�������� 
��+-�

��� ���������� ���� �� )*������ ��+& 	�� !� ������� 
��� �� )*������ ��++��

�

��

�
�

	��� �

�
�

	
��

��
�� 
��+/�

,� 0����" ���� �
�

�
������ � ��	

��

��

�
�� � � 
��+'�

��� ���������� �������� ���� ��� ������ � �� ��!�����"�

������ � � �	
��

��

��+1�



+# ����
�� �� ����	�	���	��

V

S

x

e1
e2

e3

%����� ��/� 4����	� �� ������� �������� �� � !��" �

.� ��� �����	 	���� �� 	�� ����� )*������ ��+1 �� ����	��� �������� ���

����� � �� � � 
��+ �

����! ����
�� �� "
	 ��� ����
� �

�� ��" ����� � �� � ����� !��" � 
��� %����� ��/�� ��� !����	� �� ������� �������� 
�� ������
�� ��������� ������ �� �� ������

�
�

�� � �� �� �

�
�

��� �� �� �
�

��

�
�

�	� � ���� 
��&#�

.� �� ������ ��� 	������� ��� �� ���� 
�� !���� ��� 0��� )�	������ !���� ��	����� ���� �����
��� �

�

���
� � ��
�� �� �

�
�

���
� � ��
�� �� �
�

��

�
�

	 ���
� � ��
���� 
��&��



���� ������	�� �
��
	��� �� ���
	���� ������	�� +�

��� ���������� ���� �� )*������ ��&� 	�� !� ������� 
����2� �� ��� ���������
� ���������

�

��

�
�

	 ���
� � ��
�� �� �

�
�

	
�
���� �

�
��
� � ���� �

�
��
�

�
��

�

�
�

	
� �
��
� �

�
��
�

�
�� 
��&��

��� ��	��� ���� �� ��� ��������� ���� �� )*������ ��&� 	�� �� ���� !� �������� �� 
�����
(��	�"
� ������ ������ ����	���� ��� ��� ��������	� ���������

�
�

���
� � ��
���� �

�
�

�
����
� � 
����
�� ��

�

�
�

�
� ����
��

�
�
�

� ����
��

�
�

�
��

�

�
�

�
������ � 
�

����

�
�
� ������ � 
�

����

�
�

�
��

�

�
�

�
��� � 
�

����

�
�
� ��� � 
�

����

�
�

�
�� 
��&+�

(����	���� ������ �� 	�� ������� )*������ ��&� �� ��� ��������� �����

�
�

���� � ���� �� � �

�
�


�

�
����

�
�
� �� � 	

�
��

�
��

�

�
�


�

�
����

�
�
� �� � 	

�
��

�
�� 
��&&�

4��� ����� �� ��� ���������� ���� ������ ��� �� !����	� �� ������ �������� 
�*����!�����
�� ��� �� ��� �� ����	������ ���	� ����� �����

�
�

���� � ���� �� � � 
��&-�

� �� �� ��!�����" ������� ���� ����� ���

��� � ��� 
��&/�

��� 	���������� ��������" ��� �� ��� �� ����� �� )*������ ��&#� �� 0����" �!���� ��� �"��
����" �� ��� ������ �������

� � �
	 
��&'�



+� ����
�� �� ����	�	���	��

*�* ����������+� '�	����� 

����� ������	
����

������������ �	�
����� ���
�� ��
��
 
�� �����
��
 �
��
����� ���� �� ��� 

�� �������� 
�� ���
����
������ �
�
�
� �
��� ����� �	�
����� 
�� �
����
������������ �� ���� 
�
���� ��� ���������

���������� 
�� �
���

� ��� �
����
� �� ��������
 
�� ��������
�

� ��� ���
��� 
�� ��
��� ���
� 
����� �� �� ��� ��� �����
� �� ���

����� ���
�� ������
���

��� �����
����� ����� � �
� �������
��� � �������� !"�#$%

�� ��� ����
� ��������
 

��� ����� 
��&
����� 
�� ���
���� �� ��� �
�
������� ���
��'� (����
������� � 
�� )������ �
��� � 
�� ����� �� ��� ���������������
� 

��� �'�����' �� ��� ������

�� ���
�� ������� 
���� �� �� ����� 
 �� � �
���
�
� ���������
���� �� *	�
���� "�#$ 
��

� � �� !"�#+%

����� ��� ������ ��
��� � �� ��,��� �'�

� �

��������������
�������������

���

���

���

���

���

���

��������������
�������������

!"�-.%



���� ����������	
 ���


��� //

��� ���
�� ��
��� � ��
���

� �

��������������
�������������

���

���

����

���

����

����

��������������
�������������

!"�-0%


�� � 

� �� �1������� 
��

� �
�

�� � �� ��� ���

�
������������	

��� �� � � � � �

� ��� �� � � � �

� � ����
�

� � �

� � � ��� �� � �

� � � � ����
�

�

� � � � � ����
�

�
�������������

������

����	
���
���� ������ �������
�� � �
� � ���� ����	 �������� ��
 �� �����

� �
��

�� � ����� ���
������

� �
�

��� � ��
������

���� ����� � ��� �� �! 	�����
 "�	 ����

��� � ������� � ����� ������



�� ������� �� ���	
�
���
�


�
� ��� �! 	�����
 "�	 � #	�����

� �

�
�������������

�� �� � � � � �

� �� �� � � � �

� � � � � �

� � � �� �� � �

� � � � � �

� � � � � �

�
�������������

����$�

������ �� ��� ������ � �	���
���
 �	 �
�����	 ���� 
������ ���� ��� ���� ���� ��� � �����
������� ��� �

�

�
��� ���� �� ��� �	��	��� ����� �����	�� ���� ���� ��������� ��� ���������	 �� ��

��� ���� ������� �� ���
��

�	
 ���
��

��	�������

����� ������	��


����� ����	
�	���

���� ������	 
������
 �� 	������
��� ����
������ �� 
���
��
��� ������� �� ��� ������� ����� ����

����� �� ��� ����� 
�	���
� �� ��� ����	�� ����
������� ��� ����� �� �����	����� �� ������	����
������ 
� ��� ����� 	�������� ���� � �� ������� �� ��� 	������
�� ����
��� �� ���� �� ���
������ �� ����
�������

������	��� ������� ���� � ��
� �� ��� ����
������ �� �

���
��
��� �������������	 ��
������ ����
����� � ��
������ ��
��� �	����� ��� ������	 ��
���� ����
 ��
��� 
������ ��� 	�� 
� ���� ��
 ���
� !�"�� ������	 ����
������ �� ���� ���������� ���
� �� �� ���������� 	�

��������	�

������ ��
��� ��� ��
��� ��
��� ������	 ����
������� #� ������� ���� ��� 	����������� �$�������
��
 ������	 ����
������ ���� 
� �%�
����� �� ��&�
������ �$������� �
 ��	
������� ��
�� ���� ��


��������������� ������	����

��� ����� ��	
����� �� ��
��� �� ���� 
� ��	������� ���� �� ������	 ��
� ��� ��� � ������	
��
� ����

�� ���� ���� �!�'"�

��� 
����������� 
������ ��� ������	 ��
��� ��	
����� ��� ��� ��
��� ��	
����� �� ����
���

��

���� � �������
�
�� �!�'(�

)$������ !�'( 	�� ���� 
� �
����� �� ��� ��������� �����
� ����*� �� )$������ !�'"�

���� � �����

�
���� ����

��

�
�!�'+�

��� ����
�� ������	��� �
�����
* �%��
��� ��� ��������� �����
�� ,-./�



���� ����������	
 ���


��� -'

σ

ε

σy

εp εe

unloading

loading

σ

ε

σy

εp εe

unloading

loading

 ���
� !�"� 01 ��� 	�
��

� ��� �

����	 
	�
��
����
� �� ��� ��
��� ��	
����� �����
 ���� )$������ !�'"��

� � ����� 	�������� ��
 ��	�
 ������
�� �� ��
��� ���	�� ���� 	�������� ������ ��� ��
���
������ ��
 ���	� ��� ����
��� �%��
��� ������	 2��� ��� ���������� �� ��� ������	 �
�	����  �

��
��� ������ 
���� ���� ��
��	� �� ��
��� ���	�� ����
������ �� �����
 ������	� ��� �����
	�������� 	�� 
� �%�
����� �� ��� ����
�� ��
� 
��

���� � � �!�34�

��� ����� 	�������� �
������ ���� ��� ���������� �$������� ����� ��� ��� ��*���� ���

��� ��� -1� ��% ����������� 	���������� ���
���
�� �� ���������� 
��� ����
���� ������	
2�� ���� 
� �
������� ���� 2�� 
��� 	�� 
� ����	�� �
�� �%��
������� �
��
��������

�� �
�� ��� ����
���	�� ����� �� ���� �� �� ��
���� �
�� ��� ��������� �� ��%���� ������	
����������� ���	� �%�
����� ���� ����� ��� ��
��� ������ �� ���������� ��� ����� 	���������
��� ����
 �� � ��� �� ��%���5�� 
� ��� �	���� ��
��� �� ���� 	�������� ����� �� ���
��
�	���� �� ��� ������	 ��
��� ��	
����� �� ��
��� �� � 	����% ����� ��
��	��

� ��� �
� ���	� ���	� �%�
����� ��� ��
�	���� �� ��� ������	 ��
��� 
���� 	�� 
� �
������

��
� � ��

��

��
�!�30�

��� ��� ������	 ���������
� �� � �	���
 	���
������ ��� ��������� �� ��� ������	 ��
��� ���
	
������ 6���
�������� ��� 	�������� ���� ���� 
��� �� ����	����� ���� ��� ����� ���	����
���� ��� ���� ��
 ���
� 	���� ����	����� ��
 �
����
����������� ����
���� ��*� ����� �
 
�	*��
7 ��
� ����
�� �%�
������ ���
���
� ������ ��������� �� ����� 	����� ��� ������	 ����������

��
� � ��

��

��

����
� �� � ������



�� ������� �� ���	
�
���
�


� � ��������� ���� �	
���
 ��	 	�������� �� ��	 ��	�� ������	 �� ���	� ��� �	��	�� �����������
����� �� ������	�	� �	�	� ��	 ��	�� ������	 �	����� �������� ��� ���� ��
�	��	�� �� ���
�	�	������

� ��	 ������
 � ��������
 ����	���� �� ��	 	������ �	
��	 ��	 ��	�� �������� ���� �	����
�	
����	 ��� ��	 ������� ��������	� �� ���� �	 	 ��� �� !	��� ����	 �� ��	 ������� �	
��	
��	 ��	�� �������� ���� �	 	 ��� �� !	�� ��� �� ���� �	 �������	� "�	 #���$"��%	�
���������� 	&��	�� ���� �����

�� ���� � � ������

�� � � ����'�

���� � � ����(�

� �����
 ������� )��� ��	 ���	�� �	����� �� ��	 ��	�� ������	� ��� �� ��	 ��	�� ��������
�	����� 	 ��� �� !	�� ��� � �	����� �	���� �� ���	� "�	�	���	� �����	� ���������� ����	�
	
�������	
 �	 ���	� ���� ��	 �	�������	 �� ��	 ��	�� �������� ������	� ��	�	�	� �� ��
�������	�

��
�

���� � � ������

"��� ���� ��
�	��	�� ������ �� �� �	�	����	 ��	 	������������ ���	���� ���*�	�� �����& ���

����� �� ��	� �� ��	 ����������� �� ��	 ���
	����� ���*�	�� �����& �� 
���	 	�	�	�� ���$
���������� "�	 �	�������� �� ��� ���� �	 �����	� ��� �� �	����� ����� ��	� ���	���!����� ��
�������	��

+� 	������$�	��	���� ������� ���	� �� ������� �	
�	� �� ��� ��	�� �������� ��� ��� �������
���	������ "�	 ��� ��������
 �	������ ��	�	�� 	&����	� �� ������� ���	�� ���	�� ��	� �� ���	�����
�����������



���� ���
�
���
�� ����		
�� �,

σ1

σ2 σ3

σ1

σ2

σ3

hydrostatic
axis σ1

σ2 σ3

σ1

σ2

σ3

hydrostatic
axis

��
��	 �$-� .�� /��0� ��	�� ������	� �� �1 �	��	�	������� $ �� 1	�������� ����	 �	�����

�
� ����� �������
�

"��� ����	���� �����	� ���� ������� ��	����
 ���� ����� ��	� ��	 �	���� ��������� �� �� ��	
�	�������� ���	�� �	���� � �	���	� � �������� ����	 ��� ����� �� � ���	���� ����	���� "��� ����	����
�����	� ������ ��� �	����� 2� �� 	&��	��	� ���

���� �
�
�� � � � � ������

���	� ��
 ��� ��
��� ����	���� �� ��� �������	�
 ��	��� �����	 � 
�� �� 
��
������ ���

�� �
�

�
������ ������

��� ��� �� ������ ���

��� � ��� �
�

�
������ ������

� 	��	���������� �� ���� 
	���	��� �� ��� ��	����� �������� ��	��� ���
� ��� �� ��� �������	�

����� �� !���� �� "�!�	� ����

���� ��! �� ����
������ #�� 	��� ��	������ ��� ����  �����!��� 	��� ��	 ��� $���� ������
�
����
 ���� � � � 
 �� 
�� ����	 ��� ��� #�� ��
��	 �� ��������

���� �
��

��
�

�

�
�
��

��� ����%�



&� ������� �� ���	
�
���
�


σ1

σ2 σ3

σ1

σ2

σ3

σ1

σ2 σ3

σ1

σ2

σ3

"�!�	� ���� '	�
(�	�)	�!�	 ����� ��	��
�� �� &' 	��	���������� � �� '������	�
 ����� ��
����

������� ������ ��	
��	��

*��� 
	���	��� ���� � ���	������
 ��	��� ��	 �� ��� ��� $���� 
	���	��� ��� ���	���	� �� �	����	�
���������� *��� 
	���	��� ������� ��	 ��	��� �	 �	�����  ���	����
 ��
�����! ����� �	 	�
(��

���� � ��	� �
�
�� � � � � ����+�

�� �� � ��� ��	� ���	
 ��� 	� �� ��� �	�� ����	���� �� ��� ��	��� �����	 ��

	� � ��� ������

*�� ������
 ��������� � �� ������ �� ���	�� ���

���� � ��	� �
�
�� ����&�

'	�
(�	�)	�!�	,� ����� 
	���	��� �� 	��	������� �� "�!�	� ����

�� �����!� 
�� ��  ��� ������� '	�
(�	�)	�!�	,� ����� ��	��
� ��� ���  �	� 
�  ����
���� $��	�-���� � ����� 
	���	���� � 
�		��������
� ���(� ��� ��!�� �� �	�
���� 
 ��� ���

������� � ���� '	�
(�	�)	�!�	,� ��	� ���	� �� ��� � ��	��!� � ��.����/��� ��� 0��1�



���� ���
�
���
�� ����		
�� &�

����� ���� ��	�
��	��� ���
��� ����������

2� ��  �	�.� ��	� ��� ����� ��� �� ��� ��������	 ������������
 �	���� � 2� ���	���
� �� �
��!�	��� �
 
��
���� ���� ���� �� ��������� ����	 �� ���� ��	(
 ��� ��  �!�� �� ����	�����! ��
���� � !����� ��
��	� �� �����


���
	��� �� ����
	� ���� �� 
���
	� ����

��� ������ � � � � & �3� 4 �
�

� � ��� � �
�

�

����
�

� ���
�

��

�

�

�
� � ��� � �

�

� 	 �
�

�

�
� ��� � �

�

�

�

�

�
� �

�����
�

�

��
��

�

� � �

����
�

�

�
� ��

�

�

�
� �

���
�

� �
�

�

�
�

�

�

�
� ��� � �

�

�

�
� ��� � �

�

�

�

����
�

� ��

�

�
��
�

�

��
��
�

�
�

�

�
� ��� � �

�

� � ��� � �
�

�

�����
�

�

�
�

�

� ��
��


 ����� ���� � ��� � �
�

� �

������ ����

��
�

� � �� ������� �������

� � �� ������� �������
� ��� � ��� � � �

����� �� ��� � �� ����� �� ��� � �� �����

	
� ���
����
� ��
������ �� ����� 
� � ����������� ���� �
�� �� ����� 
� ������������
����������� ����� �
� ������������ ��� �
� ������ ��� �
� ������ �� ��� �
� ������� ������ �

�
� ��

��� ��� ���� ��� ���
������ ��������� �� ����� �
��� � �� � ������
�� �����

	
� ��
���� 
�� �
 �� �
���� ����������� �� �� ���� ���
 � �
������� ��
�����  � �������
�

�� �� ������ ���������� ������ ��
� !��"� �� �������
�

�

�
��
���

�
����

��
�

�
��

�
���

�
�  ����� �������

������ �� �
������ ��
� !���" ���

�
����
��� � �� �������

��� � �� ����
�
��� !��#$"

%������ 
� ������� ��
���
�� ���
������ ���
 �����
��� �� ��������� �
�
��
 !����"� &� �
� �������

����� �� �� �
�� �
������ ��
� ������� � � !��� '����� �()*"�

������� � �������
���� �

��

��

����
�

�
����

���

��
�
� � ������

���	� ��� � ���� ��
��

�
	�� �
�� � ��

��� ��
� ����� ���

�� �
�����

����

��
��

�
�

��
��

������



�� ������� �� ���	
�
���
�


( ) 0f =
1n+

tr
1n+

n

tr∆

∆

p∆

( ) 0f =
1n+

tr
1n+

n

tr∆

∆

p∆

�
��	� ����� ������	��
� �
 ������� � �

��� ! ����	���! ��
	
��� � � " ���# �

	
��� � ��� ��

	
��� 	�����! ��
$� ������ �� �� �%&	���

���	���� ���

���	���� �

�
�

�
�
�
�

����� ������

��� �	�
�� �
 ����
���� 
� �� �������� 
���� 
�� 
����

�����
����

��
�� � ���� �����

���� ������

����� ���� ��������
� 
�� ����� ������� 
����� �� 
�� �	�
�� �
 �
�� ���� �� ��� 
����
���
�����
� � ��� �����������
 ��������
 �� 
������  ���
��� ����� ��� ��� ��������
��
��������
 �
 �����������
 �����

���
��� ������

��
���
��� ���

�

��� ��� ����!�

��� �� �����
 
�� �
���
��� ������� ��
�� ����������� ������" ���� ��
�� 
�� ����
#���� ���� �

 ���
��� ���� �� ���� 
��� ���� ���������� 
���������

������ �� ��������� �	
���
�� ��


 ���
��
� �	��	 	��
 �
��	
� �	
 ��
�� ������
 ��� �	
�
������ �����
 �	�� ������
� ��
 	����
� ���	��� �����
� �� ��� �	
 ������������ �
�����
� �� �	��
����


������ �� �	
 ����
� �
�
����
�� ���������
� �	
 �������� �������
�
�� �����������
 �� �	


���
� ���
� ��
����
 � �� ��������
� �� � �����
�
����� ������� �
���
�

� ���
��� �� �	
 �	


�����������
 
������� 
���
�����
�

�� ��� � �
� 
������� 
���
����� ���������� �����
�
� �	
 ����
��������
 �
����� ���� �
 ���
� �� �	���
�  




���� �������� 	�
���
� �
�
�� �
����� �����
��
�� ��

Ω

igΓ

ihΓ

������ �	��
 ���
��� ���������

*�, ����	��	 �������� 
����� ���
��� 
��
�������

����� �����	
 ����

������ ���� �� �	
 ����
��� ����
 �����
�

�� ���� �������� �� ���� �������� ��� �������� ������������ ����� ������� ������ ������� ��
����� ������� ������ ��������� ����������� �������� � 
��� �� ��� 
������� �� � � � ��� � ���

���� ��� � ���
� �� ���� � � �� ���� ���� ����� ��� ������ ��� ��� ���
�� �� ������� ����������

 ��� ������ �	��!�

"� ����� ���� ��� ��������� ������ ���� ��� �� ��� 
������� #���� ���
���
 ��#�� �� � � ��
�� �� � ��� �� � ��� �� � ���

�� �� �� ���� �� ��� 	� � � �� � ���� ����



���� � �� � � �� �  ��$%!

	� � �� �� ���  ��$�!


���� � �� �� ���
 ��$�!

���� ��� ��������� ����������#� ��������



����� � ����������� � �����	����� ������

���	
��
 ���� �������

� 
�� �
	
�� ����������� ��
��
��
 	
� ������� ���� 
�� �����
�
�
���
����� ��������
� 
�� ��
����	
��
 �� ��
�	� ����

��� ���	
��
 ���� �� 	
 ����

�	� ���
��
	�� ��
��
��
 �
 
�� �����	����

  ��� !���� ���
 �� �
������ �
 
�� ��� �	�
 �� 
�� ���
�	��"
!���� ���	
��
 ���� �� 	 
	
��	� ���
�	�� ��
��
��
 	���	��
� �
 ���

�



#� ������� �� ���	
�
���
�


���� ����

$� ����
 !�
� 
�� �� 
�
��
 �� 
�� �����!�
� ��	���%

�� � ��� � ����� � �� � �� �
 ���� ����#�

�� � ��� � ����� � �� � � �
 ���� ����&�

�� �������

� 
�� 
��	� ����
��
 ��	�� 	
� �� 
�� !����
�
� ��
�
��
 ��	��� $� ������
����
���	
��
 ���� �� 	 !����
�
� ��
�
��
 �� 	
� �

���	
� ���� 
�� ���	�
%

�
�
�� ������ � ��� �� � � ����'�

(

���	
�
� 
��  ��
 ���������
 �� �	�
�" !� ��
%

�

�
�
����������

�
�
��������� �

�
�
������ � � ����)�

*� ��� �� 	 �����
��� 
�
��� �
�	
+� 
� 
�� ��
����	
��
 �� 	
���	� ����

���" !� �	

����	�� ���� �� ������ �
 
��  ��
 
��� �� 
�� ���
��	
� ����� ,�� ���
�	�� 
��� �� ����������
�
 
!� �	�
� ��������
��
� 
� 
�� 
!� 
���� �� ���
�	�� ��
��
��
�" ����

�	� 	
� 
	
��	�%

�

�
�
������������

����
���

��
���

��������� �

�
���

���������

�
�

�
�
������ � � ������

,��  ��
 �	�
 �� 
�� ���
�	�� 
��� !��� 
�! �	
��� 	� �� � � �
 ��� ��� � ���� ,�� 
	
��	�
���
�	�� ��
��
��
 ����	
��
 ����� �� �

������� �
 
�� ����
� ���
�	�� 
��� 	
� 
���  
	���
��	�� 
�% �

�
����������� �

����
���

�
���

������ �

�
�
������ ����-�

$� �	
 
�! ������� 
�� !�	+ ������	
��
 �	 � �� 
�� ������� 	� �����!�% ��� 
 � �� ���� ��	"
����
 ��" �� 	
� �� 	� ������ ��
 �
��" !� !��� 
�  
� �� � �� ���� 
�	
" ��� 	�� �� � ��" 
��
�����!�
� ��	�	� ���	
��
 �����%

�
�
������������������� �

�
�
�������

����
���

�
���

������ ���-��

(
 ���	
��
 ��-�" 
�� ��
�
�
�
��� ���	
��
 ���� �	� ���
 �

��������



���� 
������� ��	���
� �
�
�� �	����� �����	��
�� #�

���	
��
 ��-� �	
 	��� �� ��������� �
 	��
�	�
 ����%

� ����� � ��� �� � ������ ���-��

��	���
� ����

,�� .	���+�
 ��� ���

���	�
 �� 
�� !�	+ ������	
��
 �	 � �� ��
	�
�� �� �

������
�  
�
��
����
���
	� �����	��� �� �� 	
� ��%

��
� � ���� � �

�
� � �� �
 ���� ���-��

��
� � ���

� � �
�
� � � �
 ���� ���-��

(
 ����� 
� ���	�	
� 
�� �
+
�!
� ���� 
�� +
�!
 ���
�	�� ��	

�
��� ����� �� �
 ��� " �

�� ������ 
� ��������� 
�� �����	����

 
��	� ����
��
 ��� �
 
�� �����!�
� !	�%

��� � ��� � ��� ���-#�

,�� � ����������
 ��
�
�� 
�� 	�������	
��
 ��� 
� 
�� ������
�/	
��
� ��� ���� �
 
�� !����
�
�
� ��
�
��
 ��	�� ��

� !���� ��� �����
� �
 
�� 	�������	
� �	
���	�
��
 �� �� � �� �
 ��� � ���
�	
 
�������� �� �
	
�� �
 	��
�	�
 
�
	
��
 	�% ����
 ��" �� 	
� �� 	� ������" !� !��� 
�  
�
��� �

�
��� � ���

�
� ��

� ���� 
�	
" ��� 	�� ��
� � ��

� " 
�� �����!�
� ��	�	� ���	
��
 �����%

�
�
�����

�
�
�
��� �

�
�
�
����

�
�
� �

�
�����

�
���-&�

��
��� �����
�� (
 ����� 
� �������� 
�� ��
�
���
��
 �� 
�� �	
��� ������	
��
" 
�� 
����
�� ���	
��
 ��-& 	�� ���� 
�� 	� �����!� �
 ���
�� 
�
	
��
%

�
�
�����

�
�

�
�
�

�
��
�


��

�
��
�
�� ���-'�

�
��� �

�
�

�
�

�
��
�


��� ���-)�

�
����

�
�

�

�
��

�
��
�


��� ���-��

�
�
�����

�
�

�
�
�

�
��
�


��

�
��
�
�� ���--�



## ������� �� ���	
�
���
�


����
� ����

�� ��� �	���	 ����	 0�������
� 
�� 	�������	
��
 �
 
�� �����	����

  ��� �� �

������
�

�� �

�����	
��
 ��� ��	��� ��
�
��
� �� ��� 
�	
 !��� ���� 	 �	��� ��� ��" �� 	
� ��%

��� ��� �
�

�������

�� ��� ��� �������

��� ��� �
�
�����

�� ��� ��� �������

��
� ��� �

�
�������

�� ��� ��� �������

���	� � 
���
�� 
�� ��
 �� ������ 
����������
 ��
� �����	�� ��
 ��� � � 
�� ��
�� ���������

� 
�� �����
��� ����
�	� ���
�
���� ���� ��� � ��� �� 
�� ������� 
����������
 �
 ��
� � �
� � ���� �� 
��	�� �� �	��
�� �� ��� �� 
�� ����� 
����������
 �
 ��
� � � ���� �� 
��	�� ��
�	��
�� �� ������� ��� �� ���� ��	
��� 
����������
 �
 ��
� � � � � ���� �� 
��	�� �� �	��
��
�� ��
 �� 
���
� 
�� ��
�  ����
��� ����� ���
�	 ��	 �

��� � !���"

�� � ��� �� �����#�

�� � ��� �� �����$�

�� � ��
� �� �����%�

&�
	�
�����  '��
���� ����������% ��
� 
�� (���	��� �	� ��	� � '��
��� ��)%� ���
� 
� 
��
��
	�* ��	� �
� �� 
�� �	������ &������� �	��
	�	����� �� ��� ��� ��
�"

��� ��� � ��� �����+�

���	� 
�� ���
 ���
���
� ��
	�* �� 
�	���
 �	�� 
�� ���
�	 ��
�
��� �� �	� � '��
��� ��)+�
��
 	��
�"

� �

�
�

��	��� �����,�

� �� 
�� ������� 
����������
 ���
�	� 	��	������ ��� ���� � �� 
�� �
	����
����������

���	�
�	� 
�-��
 ��"

�

�
��
�
� �� �����.�

�������� 
�� 	���
����
 ��
� �� �*�����
��� ����� ��"

� �

�
�


� ����

�
��


������� �����)�



���� �������� 	�
���
� �
�
�� �
����� �����
��
�� ��

�� ��� ������� ��	�� ��� ������	
� �����

�� ��

�	��
	�
� �����
 ���� ����
	�
� ������
������ �	��
� 
�� �
��	
��	� ������

 ����
	�
 �����	��� 	
 ����
	�
 ����! ��
 �� ����"
�� �


�� �����

 ��#��$

�

�
�
�
�

�
�

����
���

�
�
��

�
� %�����&

����� ��� 	� 
�� �  ��'	��
�� �	� ������

 "��� 	
�	�� 
�� ��
� �����

� ��� 	� 
�� 
����
�	� ������

 #��
�� �����	�
�� �	
� 
�� ��
� �����

 �
� ��� 	� 
�� 
����� �� �	� ������



���� �� 
�� ��
�	����� �����

� ��

� ��� 
�� ������	
� �
���
��� 	
 
�� 
������	��
�	�
�� ����
%��� � �&$

�
�
� �

�
�������������

���� � �

� ���� �

���� ���� �

� � ����

���� � ����

� ���� ����

�
�������������

%�����&

����� ���� �
�	�

�
�
� (

�����	
� 
�� ������	
� 
�
�
	�
 ��� 
�� �	� ������

 ����
	�
�) 
���

���	
�$

� � ������ �� � � %�����&

� � ������ �� � � %����*&

� � �	 � � ������� � � �	 � � ���� � � �	 � � ���� �� ��
 � ��	�+ 
�� ��"
	
	�
 �� 
��

�����

�� ��

�	��
	�
�� (
 
�� ������	
�� 
�� �+����
���


���

��
�
�� 
�� �������+ � ���
	�
� �
�

��� 	� 
�� 
����� �� �����

��

� � �
���


���

�
�� �
� �� �

	
���




�	
� ���
 � �

�
�

�
�� �

��
� ��

�
�����

� � �
���


���

�
�� �
� �� �

	

��


�	
� 
�� �

�
�� �

�
�
��� �

�
��
��

��
������ ���
�

�

� �
� ��
 � �� �	

�
��

	� �
� �
�+ 	� 	�� � 
�

����� ������	 
���

������������

��������� ��	 �
��	���	� 	��
�����	� �� ��	 	�
���� �
�	� �	 �
� ��� 
���� ��	 ��
��
�� ����	
	�	�	�� ����
�
���� �� 	�
�����
�������� ��	 �
�	 ������	�	� ����� ����� 
� �	�� 
� ��	 �	����
���
����� �	��	� �	���	� �� 
� 
�������
� ������	���� ��	 �
�	��
� ���� �	 ������	�	� �� �	



�� ������� �� ���	
�
���
�


�	��	���� 	�
������
���� ��� 	
��������� �� �	 �	
� ���� ��
�������� ����� �	
�� ��
� ��	
���	������
�� ��
�	 �� ��	 �
�	��
� �� �������� �� �
����	�	��	��� �	 �
� � 
�	 ��	 �������
���	
	!

���� "�#$ �� ��	 ���	��
� ���� 
� �	 ��� ��	� �	 �	
�� ���� ���	
� 	�
�������� %���	
�� �	
�
�	 �� 	&��	�� �� �� ��	 �
�	 �� ����	�	��
� ���� ����� ����� 
�	 	!
��
�	�� 
� ���� 
� �	 ��	
'
�� ���	����	�	��	�� ����	��	�� ����� �� ��	 �
�	 �	�	�� ��	 ����	�	��
� �������
���	 	!

����
�	
��(

�� ��� �� ��� ������
� ���� �"�))��

%� ��	 ��	�	���� 	!

����� ��	 
�����
� ������������� �� �	� ���
�� ���� ���� 
� 	�
����

�� 
 ��
���� �������
���� �
� �		� 
�	� �� ���	� �� �	��
�	 ��

� ��� �� �� ������
� ���(

�� ��� ���
� ��� ���

� ��� �"�))*�

+	�
����� ��	 ���		 ���	� �
��� ����	��	��� �� ��
�������� ��	� ��	 �	������� �� 
 ����� �����

����(
� ��� � � �"�))��

��	 ������
����� �� 
 ��� ����(

��
� ��� � ��

��

��
� �� � �"�)),�

��	�	 �� �� ��	 ��
�
� ��
���� �
������	� 
�� � �� 
 �
������ �
��	� ��	 ��
���� ���	���
�� 
��
��
��� ����������� ��������(

��
�

� ��� � � �"�))#�

�	 �
� 	&��	�� ��	 	�
�����
���� �����	� �� ��	 ��������� ����(

������ ����

-��	� 
� �	���	 �� � 	 �� �� �� � 
�� �� � ��� �� � ���
�� �� �� ���� 	
 ��� �� � � �� �

��
� 	��	�

����� � �� � � �� � �������

�� � �� 
� ��� �������

����� � �� 
� ���
�������

��� ��
��	�
� 
� 	�� �	���� 	���
� � �� ����	�� ��	� 	�� ����
�� ������
����	 ���� � 	��
���
	�� 

��	�	�	��� ����	�
� ������



���� �������� 	�
���
� �
�
�� �
����� �����
��
�� � 

���� ����

!�����	���"��� #$��	�
� ����� %" � �����	��� ���
	�
� �� � �� ��� ��	����	��� 
��� 	�� �
�����

�
�
�� ������ � ��� �� � � �������

����	
����	 �
� �
�� ���
������ �� ��
��� ����	 �
� ������
� �� ��� ��� �
� ���� �
�� �� � �
�� ��� ����� ��� �

�
��������� ��� �� �

����
���

�
���

������ �

�
�
������ �������

��� �
� ��� ��
� ��� �� ���
����� ��� 	�!�� ��� �� ��� �� �� ����
�� �� ���
 �� ��� �� � ��
���
 �
��� ��
 ��� �� � ��� "#������ ����� 
�����

�������� �	�


���
������	 �
� �����$��������� ������ ��
� � �� ��� �

�
� � ��� �� ��� ���
��� �
� %���
 �� ��
�

�� �
� �
����� ��� 	�!�� ��� �� ��� �� �� ����
�� �� ���
 �� ��� ��� � ���� � ��� � � ��
� ����


��� � �
�
� � ���
 �
��� ��
 ��� ��

� � �
�
� � �
� ��������	 �����
 �#������ 
�����

�
�
��
��������

�
�
�
�
�� �

����
���

�
���

��
� �����

�
�
��
� ���� �����&�

�
�
� ��� �� �������� �

��	
 �
� ����������!� �#������ ����&�

�� �� �����
� �
�� ��
� ���
 �
� %���
 �� ��
� �
�� �� 
�!� ��
�!�� �� �
� ���� �� �����������
�� ��� �
�� �� 
�!� �
����� �
� ������������� �� ��� ���� ��� ��� ��� � '
�� 
�� ���� ���� ��

�
� �� � �� ����������� (� ���� ��� �� �
� ���
�� ��
�������� ����
���� ���� �
�� �
�� �������
�
�� �� ���
����� �
� 	����� ������������ !����
 ��

���
������	 �
� !����
 ��������� �� ��� 
��
��� "#������ ����& ���

�
�
�

�
�

�
��
�

�
�
�
�
�� �

�
��

�
�

�
��

����

�
�

�
�

�
��

��� �����)�



&* ������� �� ���	
�
���
�


�����
 �	�


(� ��� ������� �
� ���
���������� �� �
� ������������ ���� �� ��������

��� ��� �
�
���

�� ������ �������

��
� ��� �

�
�������

�� ��� ��� �������

��	 �
� �

�� ��� �
��
���� ����
���
�� ������ ���
 ���
��� ��� ���� ���� ��� ��� �
 �
�����
��� ���������	 	�������
���� 
� ��� �

��� �
� ����
�� 	�������
��� �� � � � � ���

� ��� �� � � ���

�������

����
	�����  !����
�� �����"����� ���
 ��� #������� �
�
� ��	 ��$
���� ������������� 
� ���

�� ����� �

�

�
�
�

�
�
�
�
�� �

�
��

�
�
��� �

�
�

�
�
���

����
� ����	
�� �����%�

�� �� 	��� ���� �
������� �����
���������&� � ����	���"	��$�� �������$� ����
� ���� �� ��������&
�� 
�	�� �
 �
�$���� �
���	� ��� �
����� �
����
�� '�� �����	��� �!����
� 
��� ������
�� ��
�����(�	 �� ���� ��� ��� �������
� �	� ���

�
�

�
�
�
���

���� � ����	
�� ����)*�

������������� �	 �
� ��
������
� ��
����� ��������� �	
����� 
���� ���

�
�

�
�
��

���
����� � �������� �

�
�

�
�
���� �
�����

����� �� ���� ������
����
�
���
��� � �� ���

���
��� �
���
�

�� ���� ��� 
�� ��� ����������� �������
���� �	
����� ��	
����� 
����� �� ����� �� �������
��

���
��� ��  
������ � �������� ��������� ��� ������� �� ����� �� ������ ! ����������

��

�
�
�
�
��

�
��

�
�
�
�
���

�
�
�
�
��

�
�����



���� �������� 	�
���
� �
�
�� �
����� �����
��
�� �"

# �� ��� �� ������� ������$ �� ��� ����! ����������! ��
�

� ��� � � �������� �������� �� � ���
%��� ����� ���

�

� ��� �
��

��

�

��
����
� �

�
�� �� �������

��	 
��
������� ����
��� ����� �� �� �� ��� ������	��

�
�
� ������

�� � � �������

��
��	����� 
�� ��� ���� �����
��� �������

�
�
���� �

�
���� � � ����� �

�� ��� ��
 �� �!�����
 �!���""��� #�� 
�� ���"
�� 
��
������ ���

�� �
�
�
���

����
�������

$���
��	����� ����
��� ����� ��
� ����
��� ����� ���	" 
��

�� � �

�
���

�
�
���

����
�

�
�����%�

��	 ����������� 
��
" ����	"�

�� �

�
��

���� �����

����

�
��

����
����

�� �����&�


��
 �� ��� �!���"" �� ��
���
 #��
 �
 �
���
��� �� �' "
�� �� ��

��
���
�����

������
��� ��

���
��� �����(�

���
��

���
�����

������
��� ���

���
��� �������

)����� 
�� �
���
�*� �����""' 
�� ����
���
�	 *���� �# 
�� 	�"�����
��
 �" ��	�
�	 �" #�����"�

��
���
��� ���

�
��� ��� �������

������ �� ��� ���������	 
�� �� ����	 �	 
������	 ����� ����� �� ���� ��� ������	� �
 ���

��	��	� �������� �
������
��� � ��� �� ������ �� 	���� ���� ��� ������ ����������	 �
 �� �� ���� ����	�



�( ������� �� ���	
�
���
�


��� ������ ������ ��	
����� 
����
 �� ������
� �����

������ ���� 	
���
�
���� ������
�� �
������ �� ��� ��� ����� 	� ��
�� 	�� ��
���
���	�� ��	��� ���� �� ���

���� �� ��� ������� 	��	 �� ���� ��	�� �����	 ��	� 	�� �	���	��� ���������

�
����� �����	��� ����	��� ���� ����� 	�� ��
��	��� �� �����
��� !����	��� ���" # �� ��	$

��� ���� � ��� !���"�#

��	� 	�� ���	����� ����$

� �

�
�

�
�
�

��
��� !���""#

��� 	�� ����	����� ����$

� � �������� �

�
�

�
�
�
�
����� !���"%#

&� 	�� ���
����� ����������	' 	�� ��
��	��� �� 	�� �

�����	�� ����� �� �������� !����� ��
����	��� ���"�# ��� ���� ��	����
�� �� ����� 	� �����	��� �� 	�� ���	����� ����' ��� 	� 
����	�$

�
�
��� � �� ����

��� !���"(#

)�� ��������� �	��	��� ���� 	� ����� 	�� ������� 
�� 
����� �� �������*�� �� 	�� ���������
������$

� +	�� ���	������	���$ � � �

� �� ,����	� ��������

� &	���	��� ���� ���	��	���	���$ � � �

� ����� � �� ��� ������ � �

� �� ,��������
� 	��	$
���-+�� ���

����
�� � ��� .

� /�+ � ���' ��	� ��

� +���� �� ���
���� !����	��� ���"�#

� ������� � �
�
��� ��� ��� �������� ���

�
��� ���

� ���' ��	� ��



���� 
������� ��	���
� �
�
�� �	����� �����	��
�� %�

����� ������	 
� ��
 �������� �������
�
������
� �����
 ��
�
�� �
����
�

������������

��� ���� ����	
�����	
 ��	����� ���� ���������� ���� ��� �������
 ����	� ����� ��� ���� �	����	

�
 ��� ���� ��� 
�������� �	����	
 �� ���� �� ��� ��	���� �	 �� ��� �
��� �	����	
� �
 ��� �	��	��
�
��
���

� ��� �� � �

�
�

�
� ����

� �

�
 ��!"#$

%
 &'����	
 ��!"#� � � �
� � � �� ��� ���	� �
 ��� (
��� �����
� ����	
�����	
 ����� ��

�������
�� �
� ������ 	� ��� ���� ��	����� �����
���� �		� ������	� 	� ��� (
��� �����
�
������� �
���� �
 ��� ���� ����� �� ��
���	
 �
 �� �� � �		� ����	
�����	
 �	 �� ���� �����
�
�	� �
���
�� �
 ��� ���� 	� �
�	���������� ���������� 	�� �� �
��
��	
� �	� �
�	����������  	�
������
�$ ������� )	�� *	����� ����	�� �	 	����	�� ��	�������� ������	� 	� ���
���� (
���
�����
�� �
����� ��
�� �	�������	
� �
�	���
� � 
�� �
�
	�
 (���  ��������$� 	� ���������
�
�������	
 ����
�'���� ��� �	���� ����	� ���� �� ������� �
 ����� �
 ��� �����
��� 	� ����
�	��� ����� ��� ������ �� ��������� 
	��

�		�
������� �� � 
���������	 �����	��

��� ��
������ �	
����	
 	� �
�	������������� ������

���� � �  ��!"�$

+��
 �����
� ���� ��
�� ����������
�,�������� �	�������	
�� �� �� �����(�� �
 ��� �������

��
�� ���
� �

��� ��� ��
�
�

����
���

�
��

����� ���� � �  ��!"-$

����� �� �� � �������� �������
� ��
���	
  �� ���� �	�� ���� �	 ���� ��
�� �	�������	
� �����
�
 ���� �	��$� .���	�� �� ���� ���� ��
��� ����������
�,�	
���
� �������� ����
����� �����
���
���� ������� ���� �� �� �	
���
� 	��� ���� �����
� �
� ������	���

�
��

��� ���� � � � � � � ���  ��!/0$

+��� �	�� ���� ���
1 %� ������ ��� ���� ���� ��� ���� 	� ����� �����
� ��� �	 �����

�	
���
�� 2� � ������� 
	�� �  ��� 3����� �,!�$ �� ��'����� �	 �	�� �	��4	
����� �
 	���� �	
������� ���� ��
������ �	
�����
� �
 ��� �	��� ����
����� �����
�� �
� ��'����� �	 �	�� ����������
�� � ������ 	� ��� ��
������ �	
�����
� �
 ��� ����� ����
����� �����
�5 ������	�� 
	�� � ��
6�
�	��  �� � �$ �
� ��� ����	
�
� ��
 �� �
��
��� �	 � � � � ����  ��� 3����� �,!7$� ����
���
	��
	
 �� �������� �	 �� �	�������� ���� 	�������



/� ������� �� ���	
�
���
�


fixed

N

fixed

N

3����� �,!�� %���������	
 	� �	���
�

fixedfixed

fixed

fixedfixed

fixed

3����� �,!7� �� � ����



���� 
������� ��	���
� �
�
�� �	����� �����	��
�� /7

��� ������� ��� � ��������

����	������ ��� � ����	��� ��	�	��� �
 ���� �� � �����
,��	8����	
 ����	�� � ����� ���
��
�� �
��	����� �
 ��� ���
���� �����
,����������
� �����
 �  ����� ��� ��(
�� �
 &'����	
�
��!!0 �
� ��!!!$ �
 	���� �	 �
����
������� ��� �	�������� �	��	
�
�� 	� ��� ���	�����	
  ��,
������� �
�������	
$� �
� ������	�� �	 ������� ��� �	
�����
� 	� �
�	������������� �� �	����
� ���

����� 	� �	�
�� ����� �� ��� �	 �� �����(���

��� ����	��� �
���� �
��	����� � �	��(����	
 	� ��� ��������	
�� �	
�������	
 �	 ��� ���
,
���� � �����
� ����� ����� �� �
����
�������� 	� �������� 	��� ��� �����
�� ��� 
�� �����
,
����������
� ������	
 ���
 ������

�

�
�
�
�
� �� �������

���	 � 
��
�
 ���
� � ���� ����� �������

�
 �	� �
� 	�

� ���� ������� ���� �	� �����������
��������� ����� �� �	� �����
�� � �������

���� � ������ �������

�

 �
 �	� ��	�� 	�

� ���� � ���

���� �����
�
���� ����� � � � � ���� �	��� ��� �� �	� 
�� �� ��


�
�� �� �	� �����
�� ��
��� �� 
��
�
  !�

�
�
��� �

�

�

�
�������������

���� ���� ����

���� ���� ����

� � �

���� ���� ����

� � �

� � �

�
�������������

�����"�

#�� �
�
� ��� �	� ������ �$�����
� ���
� �� � � ���� ������� ���� ���	�

�� �

�
�������������

���� ��� �� ��

�� ���� ��� ��

���� ���� �

�� �� ���� ���

���� � ����

� ���� ����

�
�������������

�������



�" ������� �� ���	
�
���
�


�	����

�� �
�

�

�
�� �����

	
�����%�

�� �
�

�

�
�� �����

	
�����&�

�� �
�

�

�
�� �����

	
�����'�

(�
���! �	� ���	�
 ��
���� �� �	� ����������� 
��
����
 �� ��� �� �

 ���

����� �

�����

����

��
��������� �����)�

��������������	� 
���	��
 �� ���� ����	�
�� 	�� ��
���

���� � ����
��� �������

�	� ������
�� ��� ����� �� ��� 
����� 	� ��� ������� 
�� �� ���� �	 
	����� ��� ��������	���

	��������	� �	� ��� �������� ������������� ������� ����
�  �	���� ����!����	� ���� �� �� ���

����� � ����� �������

�������������	� �	�������	� �� ���� 
����

����� �

�
��
�����

��
��

�������

��������	�� 	� �
� ������� � 
���	��
 "��� ����	�
� ��� ���� ��	�� �	 	���
	�� �	��#
�����
 �	

��! �� ��� ��
	���������� 
��� �	� �	�� ������
 ��� ������
 ��!����� "�	 ��	��
	���!�
������ ������������ ��� ����
 �	� ��� �������! 	� � �	�� !������ �	�������	��

� ����� �� �	 � �	�������	� �	� ��� �$ �����#�	�� �����!���� ������� ��� ���  �	���� ����#
!����	� ���� ����
�� �	 � %���� �	����

� ��� �&
���
' 	� ���� ����	� �� ��� 
��� 	� �������� ������
 (	�� ���
����� �� )��*� ��
�	������� �� �� ���� ��� ����� �� ��� ���
����
� ��
��	�

"��� +����,�� ��� ����
� �	� � �	�������	� ���	���! �� �	 	���
	�� ����� ��	������ ���
�������-�� ��.�� �	�������	�� ���
����� �� ��� ��.� ��
��	��



������� �

	��
���
�� �������

��� � ����� �������� �� ����������

����� �������	
����

�� ���� �������	 
� �������� 
 ������� 
��� ��� �����
��� 
����������� ��� ���
��� 
�� ��
�� 
��
��� �
����
� �� �������� �� �� ��
���� 
�� ���������� �� 
� �
�� ���� �� ��� �������� �������	
���� ��������� ����
���� �������� �
���� �� ������ �� 
 ����
��� �
����� 
��� ��� ���� ��
��� ��
��
�� ����� ������� ������	 ���� 
��� ��� �����
������ ������
����� ���� �� ��� �
��
�� �
������
� ��� �������� ��������� �������������� �� ��
��� �������������� ���
����	 ������ ��
��� ��
���� �� �� ��� ��
���� �
���� �� �
�� 
���
�� ��������� 
 ������	 ��� � 
����
�� ��� 	
�
�
��� �� ������������� ���� ����������� �� ����
�� �
���� �� ��� �����
��� �������	 
� 
���
�!
���� ��
 
 ��!�� �����
������"�������� ������
���� �
�
��� �� �
������ ��� ��������������
�����	 
�� ��
� 
��� ����� 
��# �� ��� ������������ �
���

��� �
�� ������� �� ��� 
�����
���� �� ��� ��
��
�� �����
������ ������
���� ���� �� ���
��������
���� �� ��� ��
� ������	 �� ��������	 
���� �� ���
��� �� ��� ���������� �
�� �� ���
���
��� ��� ����# �� �� ��������� 
 ��
 ��#��
� ������������ �!�������� ��� �������� ���� �	
��� 
���� 
� 
��� ����� ��� ������� �� ��� �
�� �
���� 
� 
� 
���
�� �� ��� ��� �����
������
���� �� �� ���
�
�� ���� �������� ���� ��� ���
� ������ ���� � 
������ ��� �����
��� ������������
�$�
���� �� ������ ���
������

� ��� ��� � �� %&�'(

))



)* ������� �� 	��
���
�� ������	

�� +$�
���� &�'	 � �� ��� ���
� ������ ������"�������

� �

��������������
�������������

���

���

���

���

���

���

��������������
�������������

%&��(

� �� ��� ����
����� ���,������ �� ��� ��
������� �
���! ��

� ��

�
��

�

�
��

�

�
%&�&(


���� � �
� �� �!������� �� �������� �� ��� -
�. �
�
������ � 
�� ��

� �

	












�

�� �� � � � � �

� �� �� � � � �

� � � � � �

� � � �� �� � �

� � � � � �

� � � � � �

�












�

%&�/(


�� ��� �����
��� ���
����� �!����� ��� -
�. �
�
������ 
��� ������� �� 0���� ������� �

�� 1������ �
��� ��

� �
��

�� � ����� ���
%&�)(

� �
�

��� � ��
%&�*(



���� � ����� �������� �� ���	������ )2

� �� ��� �������
� ���������
���� �� ��� 3�����#�� ����
 ����

� �

��������������
�������������

�

�

�

�

�

�

��������������
�������������

%&�2(


�� � �� ��� �� � �������� �
���!� 4��
���	 ��� ���
�� ������ ���� �� +$�
���� &�' 
������

���� �

��������������
�������������

����

����

���� � ����

����

���� � ����

���� � ����

��������������
�������������

%&��(


���� ��� ����
 ������� ��5������
���� �� ��� �����
��� ������

���� �
���

�	�

%&�6(

����� 
�� ����� ��
���� ���	�
�� �
��� �������

������ ����

�������� � 	��
 �� ��� 	�
����
 �� � � � ��� � ���
����� ��� � ���

� � ���� � � �� ���� ����
����� ��� ������ ��� ��� �
�	�� �� ������� ����������� �� �� ���� ������
��� � ��� 
�������
��� �����
�� ���� �� �� ���� �� ���������� ��
����� �� ���� �
� ���	��� ��� 	� ������� �� ��
����� ���� ��� ��������� ������ ���� ��� �� ��� ����� 	�
����
 ���
� ���	���� ����� �� � � ��



� ������� �� 	��
���
�� ������	

�� �� � ��� �� � ��� 	� � ���
�� �� �� ���� �� ��� 
� � � �� � ��� � � � �� � �
�� �����

����� � �� � � �� � !"�#$%


��� �
�

�
� � �� � !"�##%


� � �� �� ��� !"�#&%

����� � 	� �� ���
!"�#"%

���� ��� ������ ������� �������
���� �������� ������ � 
����
������

'�
����� "�#$ ���������� ��� ������ ��
���	��
� ��������� ��� ������� ���� ������������ ��
������ ������
�� '�
����� "�## ��� 	� ������ �� �� ���������� �������
���� ��
����� ��� ���
�����
�� ���� �� �� ��� 	
�� ���
�
�� �� ��������� 	
�

� � ��
	



� �

�


��� 	��
!"�#(%

�� � ����� �� $�� ��� ������� ��� �����������	�� ������ � ����� �� ������
� �� ��� ������ ���
������ ���� �� ��� ����)���� ���� �� '�
����� "�## ���� ������ ��� ���� ��
����� ���� 	����� ���
�����������	����
 ���������� �������� ���� ��� 	������ �� ���� ��������� ����������

��� ��� � 
��� � � !"�#�%

*�����
 '�
����� "�#& �� �� ��������� 	�
����
 ��������� �� ��� ������������ ���� �����
�
�� 	� �������� �� ��� ��� ���� �� ��� 	�
����
� ����� '�
����� "�#" �� � ���
��� 	�
����

��������� ��������� �� ���

�

�	
� ����

+�� ���� ����
������ �� ��� ����� ���	��� �� ������� �� ��� ���� ����
������ �� ��� ��������
������������ ����
������� ������ �� ���� �� ������
�� � ���� ����� ������� ��� ������������ ��
'�
����� "�##� ,� 	���� ���� ��� ��������� �� ��� ��������� �������

�� � �
� � ����� � 
� � �� �� ���	 !"�#-%


� � ��� � ����� � �� � � �� ���	 !"�#.%

� � �� � �����	 !"�# %

�� ���������� ��� ����� ���
���� ������ 
� ��� ��������� �
������ ����� ��� � ��� �����
��
������ �� ����� ��� �� �������� 	�
����
 ���������� �� ��� �����
�� ����� ����� �� �� ���� ���
��� �����
�� ������� 	��� ��� �����
�� ���
���� ��� ��� �����
�� ��������� �
������ ���� ��� ��
��

/� ��� ��� ����� ��������
 �� ���� ��� 	��� ���� �� ������� &� �� �������� ��� ���������



���� � ����� �������� �� ���	������ �0

���� ���� �� ��� ��
���	��
� ��
����� !��� '�
����� &� 0%�

�
�
����������� �

	���
���

�
���

��	��� �

�
�
������ !"�#0%

/� ��� ����� ����� �� ����
�����
 '�
����� "�## 	
 ��� ��������� �
������ � ��� ���������
���� ��� ������� �

�
�
�

��� �

�

�

�
�� � � !"�&$%

��� �� ��� ������� ��� ���� ����
������ �� � �� ��� ���	��� �� �������� ����� ��� �� ��� 	�
�� 	����� !�� ���%� �� ���� �� ��� 
� � �� ��� � � � �
�� ����� ��� ��� �� � 
� ��� � � � � ���
��������� ������ ��
������ �����

�
�
������
����
��������

�
�
������������ �

�
�
�������

	���
���

�
���

��	��� !"�&#%

�
�
�
������

�
�
�
�

�
�� � � !"�&&%

1� '�
����� "�&#� ��� ��������� ��
�������� �� ��� ����������)���
������ ����� ��������� 	

'�
����� "�# ��� 	��� ������
����

��� � 
������� � ���� � 
����
����� � ���� !"�&"%

'�
������ "�&# ��� "�&& ��� 	� ��������� �� �	������ �����

� ����� � ���� ��� � �� � ��� �� � ������ !"�&(%

��� ��� �����
�
��

�

�

�
� � !"�&�%

1� ��� �������������� ���� '�
����� "�&# �� '�
����� "�&(� ��� ��������� �������
 ��� 	���

���� �

�
������������ �

�
�
��������� �

�
�
������� !"�&-%

�

	���� ����

,� ��� ������
�� �����)����������� �
	������ �� �� � 
�� ��� � !�����������
 ��
� � 


�
� ��� ��%�

��� ��� ��������� 	� ������ �� �	������ �������� ��� ����� ��� �� ��� 	� �� 	������ �� ���� ��
��� 
�� �

�
��� � ���

�
� ��

� !���� ��� � 
�
� % ��� �� � �� �
�� ����� ��� ��� ��

� � 
�
� ��� �� � ���



-$ ������� �� 	��
���
�� ������	

��� ��������� ������ ��
������ �����

�
�
�����

�
�
�
���

�
��
�
� ��

�
�

�
��� �

�
�
�
����

�
�
� �

�
�����

�
!"�&.%

�
��� ���

�
��
��

�

�
���

��

�

�
� �

�
��� ���

�
��
��

!"�& %

�	���� ���
���� 1� ����� �� �������
 ��� ������
����� �� ��� ������ ����
������� ��� �����
�� '�
������ "�&. ��� "�& ��� �������� �� ������� �� ������ ���������

�
�
�����

�
�

�
�
�

�
��
��

��

�
��
�
�� �������

���
�
��
�
� ��
�

�

�
�

�

�
��
��

����� �������
��� �

�
�

�
�

�
��
��

��� �������
����

�
�

�

�
��

�
��
��

��� ������

�
�
�����

�
�

�
�

�

�
��
��

��

�
��
�
�� �������

��� ���
�
��
��

�

�
�

�����
�
��
�
�� �������

���
��

�

�
�

�
�

��
��

�
�� ����	�

�
��� ���

�
��
��

�

�
�

�����
�
��
�
�� ����
�

������ ����

	� �
� �
���
 ����
 �� 
�� ��� ����� �� ��
������ �����������
 ����� ����
���� �� ���
�� �� ����
�� � ���� ����
���� ����� �������

�� 
�� �
��� ����� 
�� �����!���
��� �� 
�� �������� "��� ��#��#�� ���
��� ��
 �� ��
���� 
��
��� ����
���� ��

��
��� ������ ����� $� ����� 
� �� ��� $�
 �� ��
 ��#� 
��� ��� 
�������� ��

��� ��"�� �!�����
��% �� ��� ��&

�� ��� �
�
�����

��
��
��� �

��
����'�

�� ��� �
�
�����

��
��
��� �

��
����(�

����� �	 ����
�� 
�� ��
 �� )��$�� �������� ���� ���$���� �
��

�� 
�� ��*���� �������� �


���� �
 � ��� ��� �
��

�� ���� 	�
���
 �
����
� �� ���� �� � ���



���� � ����� �		
���
 �� ���������� ��

���
������� ����� ��������� ���� ��� ��
�
��� ��� ��
� ���������� ���� ��� ���� 
���� ��
��� ���
�! ��
� ��� �� ��� �
�"
��� #� ��� ���� ��
� ��
 ��$ �� ��� ��� %� ���&

�
� ��� ���

��� ���

�
�
��
� �

�

��
	 �

��
� ��

��

��
	 ����' 

%��
� ��� 
��� ����(���� ���
�! ���)������ �
� ��
�	�� �
�� ��� 	����
 �������� �� ���
���������� ���'(���� ��� 
���&

��� �



�

������ ���*+ 

��� �



�

��� ���� ���*� 

��� �



�

�������� ���*� 

��� � �
�

�



�

��� ���� ���*� 

� �� ��� �����%� ����
������� 	����
� 
��
������ �

 ���� � �� ��� �����%� �
����
� 	����
�

�������� "$ �

 �
��
� �� �� � 	����
 ���������� ��� �
����
� ����
��
����� ��������� ��

��
�	� ���

� �� ��� ����
 ��
���(����
������� ���
���
� ��,��� "$&

�

�

�


� �� ���** 

-���

$� ��� 
����(���� ���� �� �!�
�����
$ ��	�� "$&

�� �



�

�� ����



��

���������
 ���*. 

�� � ����
 ���*� 

�� ��� ������� ��	�� ��� ��������	 ���
����� 
������������ ������ ���
 ��������� �����
����� ��� ��� ������
�
��� ����� ��������� ����������� ����� ����� ��� ��� �������� ��������� 

��
�����	� � � ����� � ���� !���� �� ��� ��
��� �� �������� ����� �� ��� 
��������� ���
���"� #�

��� ��������	� ��� �$
���
���
�
���

������� ��� ����
��$ ���������� ��� ��� �� ��� ��
��� �� ���
�����

� ��� �
���

�
���

����� ��� ���� �
�
�������

�
���� ������� � ��	

�
�� �

��
� ���


����

� ��� �
���
�
���

����� ��� ���� �
�
��
�����


�
���� ��

�����

� ��	

�
�� �

��
� � ���

�

��

� ��� �
���
�
���

����� ��� ���� �
�
��
������

�
���� ��

������
�
�
��

���
��
����


����



�� ������� �� 	��
���
�� ������	

� ��� �
���

�
���

����� ��� ���� �
�
��
������


�
���� ��

������

� �

�

�

�
��

���
��
���
�

��

� �� �
���

�
���

���� ��� ��� �
�
	����

�
���� 	���� �

�
�� �

�
�		�� �

�
��
��

��
�
	�� � ��������

�
�� ��� ��� �

�� ��
�

� �� ��� ���$ �� ��
 � 	�

� �� �
���

�
���

��� � ��� ��� �
�
	�����

�
���� 	����� � ��

�
�������

�
�


��
�
	� ����
������ �� ��� ���
������ ����
� ����� � ���� %������$ �� ��� �����
���� ������
�
��� &���� ���
��� ���
�������� ����� �� 
�� �� ���'�� ���� ��� ��������� ���� !��
���(����" 
����) �� ������'����&���� ��� �$

����
� ��� ��������� ���� �� ��� 
����) ���
 ���
!�������� ���*" �� �$

����
� ��� ��� ������'����&����� #� ��
�� �� ��� ��
�
��������� 
���� ���
'���� �� � ����� �� ��&���$� #� ��� ���	���$ 
�
��������� 
���� ��� ��� ���
 ���� �� ��	���'� ��+

��� � �
�

�

�
�

�
� �
�� !���,"

-������$��	 ��� ��
��� ���� �� ��� 
����) �������� ���* �$ ��� �$

���$ ���� �� ����� ���
�� ���� ���� ���� ��� ��� � �� ������'����&����+

� �

�
� ��� ���

���� ����

	

 �

�
� ��� ���

���
�� ����

	

 !���."

����� ��� ���
�� !��� ��������� ���������"�

��/��	 ��� ���
��
�� ���	���$ 
�
��������� 
���� �� ��������� ��� ������'����&�������� �� � ��
��� ��������	 ��$� 0������ �� ��&�� � '�
��� �� ��� ���
+

� �

��

 �




��
� !���*"



���� � ����� �������� �� ���	������ ��

1�����'����&�������� �������� ���� ���� � � ��� ��$ � ��� ���� ���� � � �
����� � � ��

���� �

��

 �




��
�

� �
� ��� ���

���
�� ����

	


��

 �




��
� !��2�"

�
�
�
�
��� � 


���
�� �

�
��� � 


����

���

 �




��
�

� �
�
����� 


���
���� �

�
���
� 


����


� �
�
����� 


���
����

�
�
�
���


��
� 
����


� �
�
����� 


���
���� 


���
���� 


����


� �
�
����� 


����


#� ��� ���
����	 ��'����
���� ��� ��
� ���� �
�
���
 �

�
�
�
���


��
�� �

�
���
 �� � �
����

�������$ !���� � ��� 
 ��� 
���
��'�
����" ��� ���� �����

#� �� 
�/� ��� ������� ����
����� ���� ���� ��� ��� ���� ��� ������'����&���� 
����
���
�� 
�� 
��
����+

���� � �
�
����� 


����
 � �

���� � � �
����� � � � !��2�"

��� ��� �� ������'����&���� �� �� ��� ���� ����'�� ���
 ��� �������� ���
 �
�
�
��


�
���

���� �� ������'����&���� �� � 
 �� ���
� �� ����$� ��� 
��� !�� ���	 �� � ���"� ���� 
��
�����
��� ����� ��� ��� �� 
�� ����� ��� ��������	 
���&�� 
����) ���
 ����� ����� ���� �� ���
	�
����
 ����� ��� ��� 	�
������� ������
�����

�
� ��� ���

���
�� ����

�
�
��
�
�

�

��
	 �

��
�

��

���

��
	 ������

����� ������	
 ����
�������� ����� ��
���

������������

�� �
	 ���� ����� ��� 	��� ���� ��� ��
� 
 ������ �� ����� ����� �������	 ���� �
�� �� ��� ��
�
��������
 �� ��� ��	����� � ��������
����	 �� ��� ��	��
������ 
�� ��� ���		��� ����� 
	 �����
���
�! ��� "
��#	�
 $ "����� 	�
�����! ���������� %�� ��	�
���� 
 �!���
� ���� ����	 &�
� ���� ������
�
��������
���� ��� ���� ���		���	 
�� ��	��
������	 ���� �
�� �� ��� ��
� 
�� ������� 
 �������!
�� ��	� ������
 �� ��� ��������		���� �
	�� 
	 ���� 
	 
� �	����
���! ���		��� ����� '���������



() ������� �� 	��
���
�� ������	

ux = 0, uy = 0ux = 0, uy = 0

ux = 0, uy = 0

ux = 1, uy = 0

E = 1e5
ν = 0.49999

γ = 0

%�
��� �*+� ,
 ��! -�� �������� �����
�! ���������	

��� ����� ����� 	��
��
��	 �
� �� ��	���
��	����

� �	� ��
���*����� ����� �������	� ���� 
 ��.����� ��������
���� ��� ��	��
������	 
�� ���	*
	���	

� �	� ���*����� ����� �������	 ���		���! ���� ��� 	
�� ��������
������ ��� 
 	�
�����
����
������&�� �	 ����		
�! �� ����� �� ���
�� ��� ��
����

	
� �
���� ���� ���������

�����
���� /���!��
 ��� ����� ������
���� ��	������ ����� ��� �0&�
���� ����� �� 
� 1��*
������		����1 ��
	�����! ������� �� � ���� � ��� ������ ��	����� �! ��� 2����	 ��� �� �
 ��!
-�� �	�� %�
��� �*+�� �� �
�� ��� ��	�� 
���� ��
� ��� ���		��� ���� �������	 	����
 �	����
����	
�	�� %�
��� �*��� 3� �
 � �	�� ���� 
 ��� �� ������
� &�
�	 ��	�� 3� �
 � 
���
�! 	��� ��
�
��� � 
����
�� ���� 
 ��	��
������ ������
���� ����	 �� ��� ��� ����  ��������� ������
 
��
	������	 �	����
����	 �� ��� ���		��� ���� �� ��� �
	� �� 2����	 -�� 
�� ��������		���� ��
	�����!�
��� �� 
�� ���� 
� 
 ���� 
����
� ���������
! ����� ����� 
�	� 
���� �	 �� ��� ��.����� �!��	
�� ���*����� �������	 ����� &�
�	 
�� ���
�
��	� �� ��� 	
�� ��	�� 
	 ���� 
	 
 ��� ������
 ��
��� �
	� �� ���
�
�� ��
	�����!�

'�� 	�
������� 
����
�� ���	�	�	 �� 
����
 ����	 �� 0&�
���� ���� ��
� ���� ����� � ����
��� 	�
�����! �� ��� 	�
��
�� 4
������ ������
���� ������� ��������	��
 ��	 ���	�	����!�



���� � ����� �������� �� ���	������ (�

%�
��� �*�� 5��		��� ��� 
����� ����� ������
����� �� 	�
�����
����

��
������� �����
�


%�������
 ��� ���������
! ��	������ �� 	������ +�� �� ��� ������� �� ���*�����	���
� 
� ������*
��.�	���� �� ���� 
�� 	��� ����	 �� ��� 4
������ ���� ��� �0&�
����	 ���6 
�� ���7� �� �����
�� ���
��� ��	 	�
�����!� �� ��� �
	�� �! 
�
��
! ���� ��� 482 ������� ���	� ����	 �
�� ���
�����

�
���

���

�
��

�

�
�
�� ��

��
�

�
�

�
�
�� ��

�
� �

�
�� ������

��� �	 
���� 	��
���	� ���� �� �
�
���

�
�

�
�
�� ��

�
� �

�
�

�
�
�� ��

�
� �

��
��

������

�� �	
 ��


���� 
��������
�
�
�
�
�� ��

�
� �

�
�� �� ������
� �������� ��� �	
 �
���	��� ���
 ��

�	
 ���
�
����� 
���������� 
������� ��������� ������ ��� � �� � ���
�
����� ��
������  �� �	

!��
�"�� #
����$����
� ������
	� � � ���

%�& ��
� �	�� �
�	�� �
���� 
������
�
'( )	
 ���&
� ��
� �� �	
 ��
� �	�� �� �	
 ���
�
�
��� ��
 ���
� �� � �
������ �
�	��� �
���
��� �� ��� �� �' �	
�� 
*�
� 
����
������ � ��� �

��
�
�
�
�
�� ��

�
� �

�
&���� ��"
 �	
�
 �
��� +����	 ��
���
���'�

 �����'� �� &
 �������

 �	
 �����&��� ���
�
����� ��
����� � ��� �	
 �
�
��� �	�

����
�������



,, ������� �� 	��
���
�� ������	


��
� ��� � ��-

� �

�
�����������������

�

���
� �

�
�

���
�

�

���

�

���
�

� �
�

���
�

���
�

�

���

�
�

���

�

���

�
�����������������

������

&
 
�� �
&���
 �������� ���� ��-

�
�
�
�

�
�
�� ��

	
� �

�
�
�
�

�
�
�� ��

	
� �

		
��

����,�

������ �� ��� ����� �������	
���� ����� ��� 
���� �� ��� �	
���
��
� �	
����� ����� ���
�� ��� ������ �	
����� ��������
���� �	
����� ���������� ������
����� ������� ��� ���
�������
���������� ����� �� ��� ������ ������ ���� �	
�����  �!� ������
��� ���
����� � ��
����� 
������
��� ������������ ��� ��� �����
�� ������ ���� ���
���"��� ������

����� ���� 
� ������� �� 
��� ���
������������ ��� ��� �����
�� �	
������ ��	
�����  �#$��

������ �� ��� ������ �������� ������
��� � ������ �� ���
���"����� ������� � � %��� ������
��&�� ��� ����'

� ��� ������

����� � �� ��� ��� � ��� �������� ������� (� ��� ��������� ����& �� � ������ ���
���"�����
������ � � ����� ��)������ �� �� ��� ����� �� ��� �������

	�
� �� �
� ������ ����

�� �	 	
��	

 
������������ �	��
 �� �������� ���� �� �	���� �������� ���� �	
�	�� �� ��	 ��
�
 ����
�	 ���
	 	����	� �� ���	� �� �	���	 ��	 �����
 ����� �	 ���	 �� ���� ��	 �������� 	
��	

���!

�
���

���

�
��

�
��������� ����� �

�
��������� ��	� 


�
�� ����"�

#�� �� 
����	� ����!

����
���

�
��

���������
�
� �������	� 
� �� ����$�



���� � ����� �		
���
 �� ���������� ��

������ ��	
	 �	��
 �
 ������
� ����� ��� ����	��� ���� ��	 ���	� �	��
 ��
� �
�� �
� ���
� ��� � ���	� �� ��� ���� �	 �
�	 �� ���� ��	 
������ 	� �����! �
�� �� �� ����� ���� ��"	 ��	
�
��# �

� ��� ��
�

�� ��� ��
�

��

���
�� ��

�

�� ���� ��
�

��

�
�
��
�
�

�

��
	 �

��
�

�� ��
�

�

��� ��
�

�

��
	 ����$�

��	�	 �	%����
�
 ��&$'��&� 
���� �
��� ���#

��

�� �

���

���

�
��

��
������ ����(�

��

�� �

���

���

�
��

��
������ ������

��

�� �

���

���

�
��

��
� ����� ������

��

�� �

���

���

�
��

��
� ����� ����&�

��

� � �

���

���

�
��

��
�� ��� ������

��

� � �

���

���

�
��

��
� � ��� ������

����������� �	 ��

�������� �� ��� 	���
��
 ����� �
����� �����
������ ����� ��� ��
�� �� 
������������� �� ���
�������
����� ��������	 �	 
�����
 �� ���� ��� �����
������ �� ��� ������ ���� ���

�� � �
�
�� ������

����
��	 	����
���
�� 
���������	 �� ��� 	���� ��������	 ���  � �� ���
���� !"������ ����� ��
#���

�� �

�
�

�
� ��� �

���
�

�
����$�

������



�$ ������� �� 	��
���
�� ������	

ξ

η

x1

x2

x

ξ

η

x1

x2

x

%�#��� ���� &����� 
����� �
���� ��
 #
�'�
 ����
�����	 ���#���

�
�
� �

�
������

�

���
�

�

���
�

�

���
�

�
�

���

�

���
� �

�

���

� � �
�

���

�

���

�

���

�
������
����

�
�����������������

���

���
� �

�
���

���
�

���

���

���

���
�

� �
���

���
���

���
�

���

���

�
���

���

���

���

�
�����������������

����(�

��
 �� 	�� ���� ����	 �� ��� ����
����

������
��

 �������  ����
����# ��� ������ 
����� �

�	�� %�#��� ���� ���� ��	 ������
 ����
�����	 	�	��� ��� ��� �� '�#�� ���� ��� ����� ��
��

����

������
�

�

���

�
���

���

���
���

	
����)�

��
 �����
��# ��� 
��������� �� � ���
����

�

���

�
���

���

���
���

	
�

�

���

�
���

���

	
�

���
���

�
���

���
�

�

���

�
���
���

�
������



���� � ����� �		
���
 �� ���������� ��

�	
 ��
� �
�� �� �	
 ���	��	��� 
��
 �� �������� ���� ��� �
 
�����
� �� ���� �
�

�

���

�
���

���

�
�

���
���

�
����

������

���
���

���
���

���� �

��� 
!
�" �
�� ��� �
 ������
� 
��#����
#" �
 �	
 
	��
 ��������
 �� ��
 ���
��#" ��������

�� ��� �� ��� �� $
 �
��## �	��
���
���

� ���� ��� �
 ������
� ��� �	�

 ���
�
���
� !���

��� � �
��

�� �

�
����

��� ��� ���

��� ��� ���

��� ��� ���

�
����

��

������

��� ��	
�� 
��� �� 
�� ����
����� ���� 
� ����
�
� ���� 	�� �
���� �� �������� ���

���

���
�

�

���

�
���
���

�
�

���

���

����
������

������

��� 
�� 
��� �� 	��
 
��� 

 	
���
� ����	�� 


����
������

� !
��
��� "�
� 
�� ����#�
�#� 
� �

$�
��	%�� ���
� ��	& "� 	�� "��
��

�

���
���	� �

�

���

�
���������	

	
� � ����'�

��������� 
�� ����#�
�#� 
� 
�� ��
��	
�

�

�������

���
���	 � ������

����	

���
����(�

��� ���
������� ����
�
� ���( �� �
�� 
� 
�� ���
 ����� 

�

��
��
�������

���
���	 � �
���

��

���

����	

���
� �
�

����	

���
������

)����	��� ����� � �� � ��� ��

��� 	 � 
 ��
 
��
 �
� � ���

�����

���
� �����

�������

���
���� ����*�



�+ ������� �� 	��
���
�� ������	

��� ����� 
�� ��	
 
��
�

�������

���
�

�

���

�
���

���

�
�

����

������

���
���

����,�

-�
�
��	��� ����
�
� ���, ��

 ���* ��� 
��� ��	% ��

 ����
�
�� ���� ��� ���+ .����� �������

����

������
�

����

������

���
���

���
���

�

���

���

���
���
 �� 


����

������

���
���

���
���

���*+�

���

���

��� ��
�
� 	
���
��� 
���� ���������	
�
�� ��	
���
���� ����#�
�#�� �
� 
�� �������� ����
�� �����
��
�� �� .���� ����

��������� �� ��� ��	
����	���� 
	���� �

�	��� ��	�	� 
��� /� ��#� ������� ���� �
" 

 ����#� 
��� �
�����0�
�
� ��	

� �� 
�� 	���

� 
�� 
����������
��� ��#�	
�
����1���
� ����
�
� �	
�����
����� 

 
�� ��
�����	 
��� �	����&
��
 "��
 	�� "� ��� ��
�
 
��� ��	

� �� 
�� 	��� "� ��� ��
����
�� �� ����
 �
"2

3���
& � �������
��� �������� 	�� ��#� �� ���
� 
� 
�� ��
��� 
� � � -� 
�� ����#�
�
� 
� 
��
�
������ 4����%�� "��% �
�� �����
�
� 5�*(�& 
�� ����������� ����
�
� �� ������
������ �� ��&
� "����
��� ���	
�
� "��	� ��� 
�� ��
��� 
� � #��
��� ������	����
& "�
� ���
� �
��

�
�

�� ������ � ��� �� � � ���*��

6� "� ��	��� �����
�
� ��'��& �
�����0��� 
���� 
�%� 
�� �
���


���
���

�
��

�
�

�
�
�� ��

���
�

�
�

�
�
�� ��

�
� �

�
�� ������

��� 	
 �� 
	� ��������
�
�
�
�
�� ��

�
� �

�
� ������ � ���� �� 
	� 
��
���� ��	� ��� �����
���


�� �� 
����� �	�
� ��� �����
��� �� �
�
�
�� ��

�
� ��� ��� ��� �	������ ��	
�����	��
 	  ��	
��

� � ��� ���
� �� ���
 ��	� �
�
�
�� ��

�
�	
 ��� �����
���
 �� ����� �� ��� ���� �

��
�� �� !��������"

��� � �
	


��
� � �

��

	

� � �

	


��
� � �

��

��
��

� ������



���� � ����� �		
���
 �� ���������� #$

FloatMatrix*  Quad_UP_Stab :: giveD2NDX2 (int a, GaussPoint* gp)

{

FloatArray* Coord = gp -> giveCoordinates() ;

FloatMatrix* jacGP = this -> giveJacobianMatrix() -> EvaluatedAt(Coord) ;

FloatMatrix* inv   = jacGP -> GiveInverse();

FloatMatrix* answer = new FloatMatrix(2,2);

FloatMatrix* D2NDKsi2 = this->giveD2NDKsi2(a);

FloatArray* DNDX = this->giveDNDX(a, gp);

for (int i=1; i<=2; i++) {

for (int j=1; j<=2; j++) {

double result = 0;

for (int l=1; l<=2; l++) {

FloatMatrix* D2XDKsi2 = this->giveD2XDKsi2(l);

for (int k=1; k<=2; k++) {

result += inv->at(l,j)*inv->at(k,i)*D2NDKsi2->at(k,l);

for (int m=1; m<=2; m++) {

result -= DNDX->at(l)*inv->at(m,j)*inv->at(k,i)*D2XDKsi2->at(k,m);

}

}

delete D2XDKsi2;

}

answer->at(i,j) = result;

}

}

delete jacGP; delete inv; delete D2NDKsi2; delete DNDX; 

return answer;

}
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Internal Displacement - Thick Cylinder Von Misès - nu = 0.49999 - 160 Q4
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Sigma Radial at p = 14 kN/m - Thick Cylinder Von Misès - nu = 0.49999 - 160 Q4
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Internal Displacement - Thick Cylinder Von Misès - nu = 0.49999 - FIC (a=1)
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Sig. Radial at p = 14 kN/m - Thick Cylinder Von Misès - nu = 0.49999 - FIC (a=1)
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Internal Displacement - Thick Cylinder Von Misès - nu = 0.49999 - 640 CDT3
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Sig. Radial at p = 14 kN/m - Thick Cyl. Von Misès - nu = 0.49999 - 640 CDT3
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Internal Displacement - Thick Cylinder Von Misès - nu = 0.49999 - 320 T3
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Sigma Radial at p = 14 kN/m - Thick Cylinder Von Misès - nu = 0.49999 - 320 T3
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Internal Displacement - Thick Cylinder Von Misès - nu = 0.49999 - Q4 + T3
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Sig. Radial at p = 14 kN/m - Thick Cylinder Von Misès - nu = 0.49999 - Q4 + T3
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Internal Displacement - Thick Cylinder DP psi = 20 - nu = 0.49999 - 160 Q4
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Sigma Circ. at p = 12 kN/m - Thick Cylinder DP psi = 20 - nu = 0.49999 - 160 Q4
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Sig. Radial at p = 12 kN/m - Thick Cylinder DP psi = 20 - nu = 0.49999 - 160 Q4
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ZSOIL v.4.1 PROJECT : cut2_dp_sf_up DATE : 
t-ref.=0. t = 5. FE MESH
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1.3 → 1.41.385SF

~ 60°60°β

1.3 → 1.41.385SF

~ 45°45°β

Computation
Theory

[Chen]
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ZSOIL v.4.1 PROJECT : cut2_dp_sf_up DATE : 
t-ref.=4. t = 5. DISPLACEMENT-ABS
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ZSOIL v.4.1 PROJECT : cutsmall100_cdt3_u DATE : 
t-ref.=0. t = 5. FE MESH
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ZSOIL v.4.1 PROJECT : cutsmall100_cdt3_u DATE : 
t-ref.=0. t = 5. DISPLACEMENT-ABS
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ZSOIL v.4.1 PROJECT : cutsmall100_cdt3_u DATE : 
t-ref.=4. t = 5. DISPLACEMENT-ABS
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ZSOIL v.4.1 PROJECT : cut2_dp_sf_up_2t3_1 DATE : 
t-ref.=0. t = 4. FE MESH
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ZSOIL v.4.1 PROJECT : cut2_dp_sf_up_q4t3 DATE : 
t-ref.=0. t = 5. FE MESH
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ZSOIL v.4.1 PROJECT : cut2_dp_sf_up_2t3_1 DATE : 
t-ref.=3. t = 4. DISPLACEMENT-ABS
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elastic-perfectly plastic case): 

( )

rD

DrD
DD

el

elel

elep d

d

df

d

df

dd T

T

























−==

0=−= pelel DD d
d

df
d

d

df
d

d

df TTT

 ����� !�"� ,�������� ��������� 	���

• internal forces 

( ) e
T d

e

Ω== ∫
Ω

++
i

1n
i

1n
int
e BdNF

• σ computed via a stress-return algorithm:

( ) 0f =
1n+

tr
1n+

n

trd

d

pd

1n
el

n
tr

n
tr

1n D ++ +=+= dd

( ) 0≤+
tr

1nf ( ) 0≤+
tr

1nf
NO YES

tr
1n1n ++ =

������ ���	 
����
��� �
���
�� ����� ������ ���
��������
 �� ��� ��������
� �����



��� ������� �� 	
���
�����	
�

���������

���������� �������� ��� ������� �
 ����� �� ������� �����
 ����� ��� ��� ���������� !�����"#
� �������� �� �
 ��������� �� ��
" �����
�� �� ��� ���� $�� ��
��������� �
��������
 �� ������
�
 ���� ����� %
 ���� ����# ����� ��
�� �� ��������� ��� �������
���	

� �������

� ����������������" ������� ���� � ��
 &���� "���� �������

� ����������������" ������� ���� � '�������(����� "���� �������

��� ���� �� ����� ���������# ��� ������� ��� �������
���	 � )��� �
� �� ��
��� ��� ���� ����
�������
� ����������
# �
� � �������� �� �������
� ��� ��*�� ����������
���������� �������� 
+���� ���� �����
�
� ����� ��"����� ����������# ���" ���� ������� ��� �������
� ����� �����
���� �� �����
 �����
��� ��
��������
� �� ��� ������ �"����	

� �������
� ��� �����
� ������ ����� ������� � ������ �����
 ���������

� ������
� � ���
��
�� ��
��������� �����*

��	�� 
����

+ ,���� ���
� �� �
 ��������� �� �
 �����
� %�� ���� �� �� ������� ��� ���� ����� ��� �����)�
�� ��� ,���� ���
�	 ��� ������
���� �
� ��� ������ �� ��� ���
� �
 
�������� �
��������
# ���
�����
�# ��� �������� -�
��
��� �
��"��� �
����� ���� ������� ����� ��� ��� ,���� ���
� %� ��� ��
����� ��� ������ �
� �����
 ����� �� ��� �����
� ��������
# ��� ���� �������� ��� ���� ��
������
������ ����� %� ���� ��
���� ��� ��������� �� ��� ������ �����
 �������� ���# ��� ����� �� ���
���
� �������� �� ��������# �� ���� �� ��� ������ ����� 


�������� �������

.���� ��	
����# ����� �� ��� ���������� �� ������� �

���
�	����
���# �
�����

�����

 �
�
����

�����

# �������
�� � 
�
��
��� ������ %�� ���
 ���� �� �� ����� ��� 
�
��
��� �������
�� ���� ��������
 �
� ���� ���� ���� ������ ��/ ��� � �' �����������
 �� ��� -����
�0�����

������� $�� ��
�����
�� ��� �������
��� �� ��� ��������� ������� �� ���� ������� �
 ���� ����� 
$�� �"�� �� �������
� ���� ����
�� �
 ��� �"�� �� ��������� ����� �� ��)
�� �" �
� �� ��� �����
�������
� ���������� ���� ������ ��1� �
 +���
��* +� 



���� �
�� �����	��	
� ��/

K3n+1

Fext,n

Fext,n+1

K1n+1

K2n+1

F1int

F2int
F3int

F4int=Fext,n+1

F

u

un=u
0
n+1 u1n+1 u2n+1 u3n+1 u

4
n+1=un+1∆u ∆u

∆F0n+1

F0int

∆u ∆u

∆F1n+1

∆F2n+1

∆Fext

∆u2n+1 (accumulated)

K3n+1

Fext,n

Fext,n+1

K1n+1

K2n+1

F1int

F2int
F3int

F4int=Fext,n+1

F

u

un=u
0
n+1 u1n+1 u2n+1 u3n+1 u

4
n+1=un+1∆u ∆u

∆F0n+1

F0int

∆u ∆u

∆F1n+1

∆F2n+1

∆Fext

∆u2n+1 (accumulated)

������ ��/	 �' �����������
 �� ��� -����
�0�����
 ������



��2 ������� �� 	
���
�����	
�

����� ������	
 ��
 ��� �	� ��
 ��� ��� � ��������
� �� ��������
 
!

����������

%� �� �
�������
� �� ���� � ����� ���� �� ���� �� ��� ������� ����� ��� �������" �
 �������

���� ��� �������3�� ����������
 ���� �� ���� ��������� �
 ������� 4 5� ���� ��������� �*���
�
������� ����� ���� �� ��� ��
��������
 �� �����
��� ��
��������
� ��� ��� �������3�� 6��� ����
������
�� ��%.�������� ����������
� $�� �����
� �� ����� ������� ��
 �� ���
� �
 +���
��*
+ $�� 
�
��
��� ������ ��
���� ��� ��������� �����
� ������� ���� ������ ��2 ��� ��� ���
����
����������
� ����� ���� ��� ��	
������	
����� ������ ���� ������ ��7� %
 ���� ������ ��
���
���" �
���
��
��������
���
������� ����� ���� ��� �����
 �� ���� ��� �������
� ����
��������
� ��� �����
��� ��
��������
�# �
� �
���
��
�������	��������� ����� ���� ���
�����
 �� ����� ��� ��������
� ���� %
 ��� ���
# ��� �����
 ���� ��� ��� �����
�� ����� ����
���� ��� ���� �� ����� �� ����� ��
��������
� �� ���� ����� �� ��� �"���� �������� �������
 ����
����
�����	����������������! ������ �
�  ����
����
�����	����������������!

������� 

�	������ ��� ��������� ���

"
���
 �������� ��� 89� ������
� ���� ��� �������	 �����
���
����� 	����������������!

������: ��� ������ ����������� �
 ������ ��1� �� ��������� ������ %
 ���� ������# ��� )��� ����
�� �� �*����� ��� �����
��� ����������
� �
�����
� ������ � ��� ���� ��� ������ ����������� ����
�������
� �
�����
� ����� $��
# ������  ����
����
�����#�
$�
� 	����
����������� ����

�� ��������� $��� ������ �� �������# ����� ���
� ���� ���� �������� �� �����  ����
� ��� �� ���
�����
� ��� ��
 ������
 ������� ��1/ � ��12 ���������� ���� ������ ��� ����� %���&'(&	���&"�� 
+ ���� ���� ,���� ���
�� �� ���� ��� 
�������� �
��������
 %
 ���� ����# ��� �����
�����������
�
�����* � �
� ��� ��
��������� �������� � ��� �������� �� ��������
�� ���� �� �

��

�
� �� ���
������� �" ��� �����
�;� ��������� $��
 ��� ����� ����� )�� �� ��� ��
��
� ���<
��� �����* ���
����� �������� ���� �����
� �������� �

��

# �
��

�
� �
��

# ���
� ��
�����
�" �
� ����
��
� �

��� �"�� �� ������� ������� �������3�
� ����� ��� ���
 ����� �� ��� �������
� ���� '�<���
� =���
��
��� ��� ����� �� �� �
����� ��� ����������
� ���� �
 ��� �������
� ��
����
 �� 
��# �� �� ��
��� >��

�� ����� ����	
 ��
�����
���� �����������
� ���
���� 
� �� �
�� ���� ������� ���� ���
�������� �
�� ���
 �� �������� �� ��� ��������� �����  �����
���� ���� �� �������
��� �� !�����
"#$%� &�� �
�� ���������� �� ��� ������
���� �� ��� ��
�����
���� �
����� ����� �� ��� ������� ����
!������ "#'( # "#')
� *� ��� +��� ������ ��� ��
�
� �
�� �� ��� ��
�����
���� �
���� �� ������ 
��
�� ��� ������ ���������
� 
������ 
�� �
,�� ���� 
������� 
�������� �� ��
� �
� ���� ������� ��
��� ���������
� ��������

�������� ��	 
�	�	���� 
��

&�� +��� ������ �
���� �� 	�
��� �� 
��
�������
���������������������� ������ ���������
�� !����� "#'$
� &��� ������ +��� �
����� ������� �����
�������� ���� ������ �� ��� �����#�
��
���� ���� ��� �-����
� 
�� ��� ������
� ����� ������ ��������
��� �� !����� "#''
� 
� ���� 
� ��� ���
��.����� ������
�� ��� 
�� ��� ��� ���������
� �������
� *� ��� ������
� ������ ������ ���������
�������� �
� �� ������� ��� ������� ������ ��
�� ��
 
 ������#������ 
�������� ���� !����� "#'/
��� ��� ������ ����� �
����� ��� ������ ������ �� ��� ��� 0���� �
��
�



���� ���� �����	
�	�� )"%

Initialisation: d0 = {0}   σ0 = {0}   ε0 = {0}

n+1 = 1, 2, 3, ..., NSTEP

Notation: di
n+1 = diter

step

Loop on steps

Compute external forces fext,n+1
dtNdbNf 1n

T
1n

T
1next, +++ ∫∫ +=

i = 1, 2, 3, ..., MAXITER

Loop on iterations 
Initial guess: d1

n+1 = dn
Accumulated displacement: ∆dacc,1

n+1 = 0
NITER is unknown, governed
by a convergence criterion

Compute internal forces fi
int,n+1

Test residual: || fext,n+1 - fi
int,n+1 || < TOL

Compute tangential stiffness matrix Ki
T,n+1

Solve Ki
T,n+1 ∆d = ∆f = fext,n+1 - f

i
int,n+1 

Compute σi+1
n+1

dBf 1n
iT

1nint,
i

++ ∫=

YES

NO

di+1
n+1 = di

n+1 + ∆d
∆dacc,i+1

n+1 = ∆dacc,i
n+1 + ∆d

Through stress-return algorithm

BdDBK 1n
iep,T

1nT,
i

++ ∫=
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//------------------------------
FloatArray* NLSolver :: Solve ()
//------------------------------

{
Skyline      *jacobian;
FloatArray   *x,*y,*dx, *dxacc;
double       initialNorm, norm, tolerance, maxIterations;
const double PRECISION=1.e-9;
int          i,hasConverged=0;
tolerance = this->give(’t’);
maxIterations = this->give(’n’);
x = this->domain->GiveInitialGuess();
dxacc = new FloatArray(this -> domain -> giveNumberOfFreeDofs());
for (i=1; i<=maxIterations; i++) {

this->currentIteration = i;
y = this->domain->ComputeRHSAt(dxacc)->minus();
jacobian = this->domain->ComputeJacobian(dxacc);
this->linearSystem->setLHSTo(jacobian);
this->linearSystem->setRHSTo(y);
norm = y->giveNorm();
if (i == 1) initialNorm = norm;
if (initialNorm = 0.) initialNorm = 1.;
if (norm/initialNorm<tolerance||norm<PRECISION) {

hasConverged = 1;
linearSystem->updateYourself();
break; 

}
if (norm/initialNorm > 10) {

hasConverged = 0;
linearSystem->updateYourself();
break;

}
this->linearSystem->solveYourself();
dx = this->linearSystem->giveSolutionArray(); 
x->add(dx);
dxacc->add(dx);
linearSystem->updateYourself();

}
this->numberOfIterations = i;
this->convergenceStatus = hasConverged;
delete dxacc; delete jacobian; delete y;
return x;
}
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Class Domain inherits from : -
Tasks Attributes Methods

1) creation - Domain()
instanciateYourself()

2) management of the elementList giveElement(i)
problem’s components nodeList giveNode(i)

materialList giveMaterial(i)
loadList giveLoad(i)
loadTimeFunctionList giveLoadTimeFunction(i)
nlSolver giveNLSolver()
timeIntegrationScheme giveTimeIntegrationScheme()
numberOfElements giveNumberOfElements()
numberOfNodes giveNumberOfNodes()
numberOfFreeDofs giveNumberOfFreeDofs()

3) problem solving unknownArray giveUnknownArray()
solveYourself() 
formTheSystemAt(aStep) 
solveYourselfAt(aStep)
terminate(aStep)

4) interactions with the - giveInitialGuess()
nonlinear solver givePastUnknownArray()

computeRHSAt(a∆d)
computeInternalForces(a∆d)
computeLoadVectorAt(aStep)
computeJacobian()
computeTangentStiffnessMatrix()

5) input / output dataFileName giveDataFileName()
inputStream giveInputStream()
outputStream giveOutputStream()

readNumberOf(aComponent)

������ ���	 
��

 ������

Class FEMComponent inherits from : -
Tasks Attributes Methods

1) creation, access number FEMComponent (aDomain, aNumber)
domain

2) reading in the input file - read(aChar)
readIfHas(aChar)
readInteger(aChar)
readNumberOf(aChar)
readString(aChar)

3) identification - giveClassName(aChar)
giveKeyword(aChar)
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Class Node inherits from : FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data domain …

Tasks Attributes Methods

1) creation - Node(aDomain, aNumber)
instanciateYourself()

2) positioning in space coordinates getCoordinates()
giveCoordinate(i)

3) management of the dofArray giveDof(i)
degrees of freedom numberOfDofs giveNumberOfDofs()

4) management of the
nodal load vector:

a) computation loadArray computeLoadVectorAt(aStep)
giveLoadArray()

b) assembly locationArray assembleYourLoadsAt(aStep)
giveLocationArray()

5) output - printOutputAt(aStep, aFile)
printBinaryResults(aStep, aFile)

6) internal handling - updateYourself()
giveClassName()
printYourself()
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Class Dof inherits from : -
Tasks Attributes Methods

1) creation node Dof(aNumber, aNode)
number giveNumber()

2) unknowns handling unknowns computeStaticUnknown()
pastUnknowns giveUnknown(aChar, aTimeStep)

givePastUnknown(aChar, aTimeStep)
getSolution()

3) linear system building equationNumber giveEquationNumber()

4) initial and boundary ic giveIC()
conditions bc giveBC()

hasIC()
hasBC()

5) output - printStaticOutputAt(aStep, aFile)
print (aStep, aFile)

6) internal handling - updateYourself()
printYourself()
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Class Element inherits from : FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data domain …

Tasks Attributes Methods

1) creation - Element(aDomain, aNumber)
typed()
ofType(anElementType)
instanciateYourself()

2) attributes identification nodeArray giveNode(i)
numberOfNodes
material giveMaterial()
bodyLoadArray giveBodyLoadArray()
gaussPointArray
numberOfGaussPoints

3) computation and stiffnessMatrix giveStiffnessMatrix()
assembly constitutiveMatrix giveConstitutiveMatrix()

computeTangentStiffnessMatrix()
computeStaticLHSAt(aStep)
computeLoadVectorAt(aStep)
computeBcLoadVectorAt(aStep)
computeVectorOfPrescribed(aStep)
computeStaticRHSAt(aStep)
computeInternalForces(a∆d)
computeStrainIncrement(aGP, a∆d)
giveLocationArray()
…

4) output - printOutputAt(aStep, aFile)

5) internal handling - computeNumberOfDofs()
…
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Class PlaneStrain inherits from : Element, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain ...
computation & assembly ... ...

Tasks Attributes Methods

1) creation - PlaneStrain(aDomain, aNumber)
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Class Quad_U inherits from : PlaneStrain, Element, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain …
computation & assembly, …
…

Tasks Attributes Methods

1) creation - Quad_U(aDomain, aNumber)

2) computation - computeTangentStiffnessMatrix()
computeNMatrixAt(aGP)
computeBMatrixAt(aGP)
computeCompactBMatrixAt(aXsiEtaPoint)
computeConstitutiveMatrix()

3) numerical integration jacobianMatrix giveJacobianMatrix()
computeGaussPoints()
computeVolumeAround(aGP)
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Class Quad_U_BBar inherits from : Quad_U, PlaneStrain, 

Element, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, access to data, number giveNumber()
computation & assembly, domain …
numerical integration, …
…

Tasks Attributes Methods

1) creation - Quad_U_BBar(aDomain, aNumber)

2) B-bar matrix handling - computeBMatrixAt(aGP)
giveBBarMatrix()
computeMeanBBar()
computeBBarAtCenter()
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Class Quad_UP inherits from : PlaneStrain, Element, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain …
computation & assembly, …
…

Tasks Attributes Methods

1) creation - Quad_UP(aDomain, aNumber)

2) computation - computeTangentStiffnessMatrix()
computeNMatrixAt(aGP)
computeNpMatrixAt(aGP)
computeBMatrixAt(aGP)
computeCompactBMatrixAt(aXsiEtaPoint)
computeConstitutiveMatrix()

3) numerical integration jacobianMatrix giveJacobianMatrix()
computeGaussPoints()
computeVolumeAround(aGP)

4) residuals handling - computeResiduumTheta()
computeResiduumSigma(a∆d)
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Class Quad_UP_Stab inherits from : Quad_UP, PlaneStrain, 

Element, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain …
computation & assembly, …
numerical integration,
…

Tasks Attributes Methods

1) creation - Quad_UP_Stab(aDomain, aNumber)

2) computation - computeTangentStiffnessMatrix()

3) stabilization - giveStabilizationFactor(aGP, a∆d)
giveElementSize()
giveGuMatrixAt(aGP, aD_bar)
giveGpMatrixAt(aGP, aD_bar)
giveD2NDX2 (anInt, aGP)
giveD2NDKsi2 (anInt)
giveDNDX (anInt, aGP)
giveD2XDKsi2 (anInt)

4) residuals handling - computeResiduumSigma(a∆d)
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Class Quad_UP_Stab_Dir inherits from : Quad_UP, PlaneStrain, 

Element, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain …
computation & assembly, …
numerical integration
…

Tasks Attributes Methods

1) creation - Quad_UP_Stab_Dir(aDomain, aNumber)

2) computation - computeTangentStiffnessMatrix()

3) stabilization - giveStabilizationFactor(aGP)
giveH_H_T(aGP, a∆d);
giveElementSize()
giveGuMatrixAt(aGP, aD_bar)
giveGpMatrixAt(aGP, aD_bar)
giveD2NDX2 (anInt, aGP)
giveD2NDKsi2 (anInt)
giveDNDX (anInt, aGP)
giveD2XDKsi2 (anInt)

4) residuals handling - computeResiduumSigma(a∆d)
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Class Triangle_U inherits from : PlaneStrain, Element, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain …
computation & assembly, …
…

Tasks Attributes Methods

1) creation - Triangle_U(aDomain, aNumber)

2) computation - computeTangentStiffnessMatrix()
computeNMatrixAt(aGP)
computeBMatrixAt(aGP)
computeCompactBMatrixAtCenter()
computeConstitutiveMatrix()

3) numerical integration - computeArea()
computeGaussPoints()
computeVolumeAround(aGP)
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Class Triangle_UP inherits from : PlaneStrain, Element, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain …
computation & assembly, …
…

Tasks Attributes Methods

1) creation - Triangle_UP(aDomain, aNumber)

2) computation - computeTangentStiffnessMatrix()
computeNMatrixAt(aGP)
computeNpMatrixAt(aGP)
computeBMatrixAt(aGP)
computeCompactBMatrixAtCenter()
computeConstitutiveMatrix()

3) numerical integration - computeArea()
computeGaussPoints()
computeVolumeAround(aGP)

4) residuals handling - computeResiduumTheta()
computeResiduumSigma(a∆d)
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Class Triangle_UP_Stab inherits from : Triangle_UP, PlaneStrain, 

Element, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain …
computation & assembly, …
numerical integration,
…

Tasks Attributes Methods

1) creation - Triangle_UP_Stab(aDomain, aNumber)

2) computation - computeTangentStiffnessMatrix()

3) stabilization - giveStabilizationFactor(aGP, a∆d)
giveGpMatrixAt(aGP, aD_bar)

4) residuals handling - computeResiduumSigma(a∆d)
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Class Triangle_UP_Stab_Dir inherits from : Triangle_UP, PlaneStrain, 

Element, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain …
computation & assembly, …
numerical integration,
…

Tasks Attributes Methods

1) creation - Triangle_UP_Stab_Dir(aDomain, aNumber)

2) computation - computeTangentStiffnessMatrix()

3) stabilization - giveStabilizationFactor(aGP)
giveH_H_T(aGP, a∆d)
giveGpMatrixAt(aGP, aD_bar)

4) residuals handling - computeResiduumSigma(a∆d)
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Class Material inherits from : FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data domain …

Tasks Attributes Methods

1) creation - Material(aDomain, aNumber)
typed()
ofType(aMaterialType)

2) attributes identification propertyDictionnary give(aProperty)

3) internal handling - giveClassName()
giveKeyword()
printYourself()
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Class ElasticMaterial inherits from : Material, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain ...
attributes identification, propertyDictionary
...

Tasks Attributes Methods

1) creation - ElasticMaterial(aDomain, aNumber)
instanciateYourself()

2) computation - computeStress(aGP, anElem, a∆d)
computeConstitutiveMatrix(aGP, anElem)

3) internal handling - giveClassName()
printYourself()
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Class ElasticMaterial_UP inherits from : ElasticMaterial, Material, 
FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain computeConstitutiveMatrix(aGP, anElem)
attributes identification, propertyDictionary …
Computation,
...

Tasks Attributes Methods

1) creation - ElasticMaterial_UP(aDomain, aNumber)

2) computation - computeStress(aGP, anElem, a∆d)
computeDupBar(aGP, anElem)
computeDpuBar(aGP, anElem)
computeDppBar(aGP, anElem)

3) internal handling - giveClassName()
printYourself()
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Class VonMisesMaterial inherits from : Material, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain ...
attributes identification, propertyDictionary
...

Tasks Attributes Methods

1) creation - VonMisesMaterial(aDomain, aNumber)
instanciateYourself()

2) computation - computeStress(aGP, anElem, a∆d)
computeConstitutiveMatrix(aGP, anElem)
computeDFDSigma(aStressState)
computeYieldFunctionFor(aStressState)
computeStressLevelFor(aStressState)

3) internal handling - giveClassName()
printYourself()
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Class VonMisesMaterial_UP inherits from : VonMisesMaterial, Material, 
FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain …
attributes identification, propertyDictionary
Computation,
...

Tasks Attributes Methods

1) creation - VonMisesMaterial_UP(aDomain, aNumber)

2) computation - computeStress(aGP, anElem, a∆d)
computeConstitutiveMatrix(aGP, anElem)
computeDupBar(aGP, anElem)
computeDpuBar(aGP, anElem)
computeDppBar(aGP, anElem)

3) internal handling - giveClassName()
printYourself()
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Class DruckerPragerMaterial inherits from : Material, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain ...
attributes identification, propertyDictionary
...

Tasks Attributes Methods

1) creation - DruckerPragerMaterial(aDomain, aNumber)
instanciateYourself()

2) computation - computeStress(aGP, anElem, a∆d)
computeConstitutiveMatrix(aGP, anElem)
computeDFDSigma(aStressState) 
computeDQDSigma(aStressState)
computeYieldFunctionFor(aStressState)
computeStressLevelFor(aStressState)

3) DP parameters k setDPParameters()
aphi
apsi

3) internal handling - giveClassName()
printYourself()
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Class DruckerPragerMaterial_UP inherits from : DruckerPragerMaterial, 
Material, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain …
attributes identification, propertyDictionary
Computation,
...

Tasks Attributes Methods

1) creation - DruckerPragerMaterial_UP(aDomain, aNumber)

2) computation - computeStress(aGP, anElem, a∆d)
computeConstitutiveMatrix(aGP, anElem)
computeDupBar(aGP, anElem)
computeDpuBar(aGP, anElem)
computeDppBar(aGP, anElem)

3) internal handling - giveClassName()
printYourself()
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Class GaussPoint inherits from : -

Tasks Attributes Methods

1) creation number GaussPoint(aNumber, anElement, x, y, w)
element giveNumber()
coordinates giveCoordinates()
weight giveCoordinate(i)

giveWeight()

2) stresses / strains stressVector giveStressVector()
handling previousStressVector givePreviousStressVector()

strainVector giveStrainVector()
letStressVectorBe(aStressState)
letPreviousStressVectorBe(aStressState)
letStrainVectorBe(aStrainState)

3) stress return deltaGamma setDeltaGamma(aDeltaGamma)
computation plasticCode giveDeltaGamma()

stressLevel isPlastic()
apexState givePlasticCode()

computeStressLevel()
giveStressLevel()
giveApexState()
isAtApex(aBoolean)
…

4) residuals handling rTheta giveRTheta()
rSigma giveRSigma()
previousRTheta setRTheta(aRTheta)
previousRSigma setRSigma(aRSigma)

…

5) output - printOutput(aFile)
printBinaryResults(aFile)

6) internal handling - updateYourself()
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Class NLSolver inherits from : FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data domain …

Tasks Attributes Methods

1) creation - NLSolver(aDomain, aNumber)
typed()
ofType(aNLSolverType)

2) attributes identification propertyDictionnary give(aProperty)

3) computation linearSystem solve() 
maxIterations giveLinearSystem()
numberOfIterations giveNumberOfIterations()
currentIteration giveCurrentIteration()
tolerance giveConvergenceStatus()
convergenceStatus giveConsistentDep()
consistentDep

4) internal handling - updateYourself()
giveClassName()
giveKeyword()
printYourself()

������ ����	 
��

 
!���"��

Class NewtonRaphson inherits from : NLSolver, FEMComponent

Inherited Tasks Inherited Attributes Inherited Methods

creation, number giveNumber()
access to data, domain …
computation, linearSystem
… ...

Tasks Attributes Methods

1) creation - NewtonRaphson(aDomain, aNumber)
instanciateYourself()

2) internal handling - giveClassName()
printYourself()

Remark: Classes ModNewtonRaphson and ConstantStiffness
also inherit from : NLSolver, FEMComponent
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//------------------------------------------------------------------------------

FloatMatrix*  Element :: ComputeStaticLhsAt (TimeStep* stepN, FloatArray* dxacc)

//------------------------------------------------------------------------------

{

FloatArray *dElem = dxacc->Extract(this->giveLocationArray());

return  this->computeTangentStiffnessMatrix(dElem) ;

delete dElem;

}
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FloatMatrix*  Quad_UP_Stab_Dir :: computeTangentStiffnessMatrix (FloatArray* dElem)
{
Material *mat; GaussPoint *gp;
FloatMatrix *b,*duuBarb,*duuBar,*Np; 
double dV; int i;

stiffnessMatrix = new FloatMatrix();
mat    = this->giveMaterial();
for (i=0; i<numberOfGaussPoints; i++) {

gp = gaussPointArray[i];
b  = this->ComputeBmatrixAt(gp);
if (! strcmp(nlSolverClassName,"ConstantStiffness")) {

duuBar = this->giveConstitutiveMatrix()->GiveCopy();
} else {

duuBar = mat->ComputeConstitutiveMatrix(gp,this);
}
dV = this->computeVolumeAround(gp);

//STANDARD GALERKIN TERMS

duuBarb = duuBar->Times(b);
stiffnessMatrix->addProduct(b,duuBarb,dV);
double dppBar = mat->ComputeDppBar(gp,this);
double dppBarTimesV = dppBar * dV;
Np = this->ComputeNPmatrixAt(gp);
stiffnessMatrix->addProduct(Np,Np,multMup*dppBarTimesV);
FloatMatrix *dpuBar,*dupBar,*dupBarNp,*dpuBarNp;
dupBar = mat->ComputeDupBar(gp,this);
dpuBar = mat->ComputeDpuBar(gp,this);
dupBarNp = dupBar->Times(Np);
dpuBarNp = dpuBar->Times(Np);
stiffnessMatrix->addProduct(b,dupBarNp,dV);
stiffnessMatrix->addProduct(dpuBarNp,b,multMup*dV);

//GLS TERMS FOR STABILIZATION

FEMOptions* femOptions;
femOptions = this->domain->giveFEMOptions();
double uFlag    = femOptions -> give(’u’) ;
double pFlag    = femOptions -> give(’p’) ;
double pastorFlag = femOptions -> give(’z’) ;
FloatMatrix *GuEl, *GuPl;
GuEl = this->giveGuMatrixAt(gp, this->giveConstitutiveMatrix()->GiveCopy());
GuPl = this->giveGuMatrixAt(gp, duuBar);
FloatMatrix *GpEl, *GpPl; FloatMatrix *one;
one = new FloatMatrix(4,1) ;
one->at(1,1) =  1.; one->at(2,1) =  1.;
one->at(3,1) =  0.; one->at(4,1) =  1.;
GpEl = this->giveGpMatrixAt(gp, one);
GpPl = this->giveGpMatrixAt(gp, dupBar);
delete one;

//h * h_T matrix
FloatMatrix* h_h_T = this -> giveH_H_T(gp, dElem);
double tauTimesdV = this->giveStabilizationFactor(gp) * dV;
...
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...
if (pastorFlag == 0) {

//u-u slot
if (uFlag == 1) {

stiffnessMatrix->addProduct(GuEl,h_h_T->Times(GuPl), multGu*tauTimesdV);
} else if (uFlag == 2) {

stiffnessMatrix->addProduct(GuPl,h_h_T->Times(GuPl), multGu*tauTimesdV);
}
//u-p slot
if (uFlag == 1) {

stiffnessMatrix->addProduct(GuEl,h_h_T->Times(GpPl), multGu*tauTimesdV);
} else if (uFlag == 2) {

stiffnessMatrix->addProduct(GuPl,h_h_T->Times(GpPl), multGu*tauTimesdV);
}
//p-u slot
if (pFlag == 1) {

stiffnessMatrix->addProduct(GpEl,h_h_T->Times(GuPl), multGLS*tauTimesdV);
} else if (pFlag == 2) {

stiffnessMatrix->addProduct(GpPl,h_h_T->Times(GuPl), multGLS*tauTimesdV);
}

}

//p-p slot
if (pFlag == 1) {

stiffnessMatrix->addProduct(GpEl,h_h_T->Times(GpPl), multGLS*tauTimesdV);
} else if (pFlag == 2) {

stiffnessMatrix->addProduct(GpPl,h_h_T->Times(GpPl), multGLS*tauTimesdV);
}

delete GuEl; delete GuPl; delete GpEl; delete GpPl; delete h_h_T;
delete dupBar; delete dpuBar; delete dupBarNp; delete dpuBarNp;
delete duuBar; delete duuBarb; delete Np; delete b;

}
return stiffnessMatrix;
}

������ ����	 ������ ����������������&&���
������������������������+)�����, -0/0



���

FloatMatrix*  Quad_UP_Stab_Dir :: giveGpMatrixAt (GaussPoint* gp, FloatMatrix* dupBar)

{

FloatMatrix  *answer, *jacGP, *inv ;

FloatArray   *Coord ;

double       ksi,eta,n1Ksi,n2Ksi,n3Ksi,n4Ksi,n1Eta,n2Eta,n3Eta,n4Eta,ksiX,ksiY,etaX,etaY ;

double fourth = 0.25;

double d1bar = dupBar->at(1,1); double d2bar = dupBar->at(2,1);

double d3bar = dupBar->at(3,1); double d4bar = dupBar->at(4,1);

ksi = gp -> giveCoordinate(1) ;

eta = gp -> giveCoordinate(2) ;

Coord = gp -> giveCoordinates() ;

jacGP = this -> giveJacobianMatrix() -> EvaluatedAt(Coord) ;

inv   = jacGP -> GiveInverse();

ksiX = inv -> at(1,1); ksiY = inv -> at(1,2);

etaX = inv -> at(2,1); etaY = inv -> at(2,2);

// partial derivatives of the shape functions N_i, with respect to ksi and eta

n1Ksi = (-1. + eta) * fourth; n2Ksi = ( 1. - eta) * fourth;

n3Ksi = ( 1. + eta) * fourth; n4Ksi = (-1. - eta) * fourth;

n1Eta = (-1. + ksi) * fourth; n2Eta = (-1. - ksi) * fourth;

n3Eta = ( 1. + ksi) * fourth; n4Eta = ( 1. - ksi) * fourth;

// construction of Gp

answer = new FloatMatrix(2,12);

answer -> at(1,3) = (d1bar*(n1Ksi*ksiX + n1Eta*etaX))+(d3bar*(n1Ksi*ksiY + n1Eta*etaY));

answer -> at(2,3) = (d2bar*(n1Ksi*ksiY + n1Eta*etaY))+(d3bar*(n1Ksi*ksiX + n1Eta*etaX));

answer -> at(1,6) = (d1bar*(n2Ksi*ksiX + n2Eta*etaX))+(d3bar*(n2Ksi*ksiY + n2Eta*etaY));

answer -> at(2,6) = (d2bar*(n2Ksi*ksiY + n2Eta*etaY))+(d3bar*(n2Ksi*ksiX + n2Eta*etaX));

answer -> at(1,9) = (d1bar*(n3Ksi*ksiX + n3Eta*etaX))+(d3bar*(n3Ksi*ksiY + n3Eta*etaY));

answer -> at(2,9) = (d2bar*(n3Ksi*ksiY + n3Eta*etaY))+(d3bar*(n3Ksi*ksiX + n3Eta*etaX));

answer -> at(1,12) = (d1bar*(n4Ksi*ksiX + n4Eta*etaX))+(d3bar*(n4Ksi*ksiY + n4Eta*etaY));

answer -> at(2,12) = (d2bar*(n4Ksi*ksiY + n4Eta*etaY))+(d3bar*(n4Ksi*ksiX + n4Eta*etaX));

delete jacGP; delete inv;

return answer;

}
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double Quad_UP_Stab_Dir :: giveStabilizationFactor (GaussPoint* gp) 

{

double tau = 0.0;

//mu

Material *mat;

double   e,nu;

double   mu_el;

mat   = this -> giveMaterial();

e     = mat -> give(’E’);

nu    = mat -> give(’n’);

mu_el = e / (2.0+nu+nu);

FEMOptions* femOptions = this->domain->giveFEMOptions();

double delta1  = femOptions -> give(’q’) ;

tau = delta1 * 3.0 / (8.0 * mu_el);

return tau;

}
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FloatMatrix*  Quad_UP_Stab_Dir :: giveH_H_T (GaussPoint* gp, FloatArray* dElem)

{

FloatMatrix* h_h_T;

//isotropic version [Hughes]

double h = this->giveElementSize();

FloatMatrix* h_h_T_iso = new FloatMatrix(2,2);

h_h_T_iso -> at(1,1)    = h*h ;

h_h_T_iso -> at(1,2)    = 0.0 ;

h_h_T_iso -> at(2,1)    = 0.0 ;

h_h_T_iso -> at(2,2)    = h*h ;

//return h_h_T_iso;

//directional version according to [Onate 2000], CMAME 182 p. 365

FloatArray* d = (this->ComputeNmatrixAt(gp))->Times(dElem);

FloatArray* dOnly = new FloatArray(2);

dOnly -> at(1) = d -> at(1);

dOnly -> at(2) = d -> at(2);

delete d;

double norm = dOnly->giveNorm();

if (norm == 0) {

h_h_T = h_h_T_iso;

} else {

dOnly->times(1.0/norm); //unit vector

//Computation of hs_max

...

//directional DIAGONAL version

h_h_T = new FloatMatrix(2,2);

double d1 = dOnly->at(1);

double d2 = dOnly->at(2);

h_h_T -> at(1,1)    = hs_max*hs_max*d1*d1 ;

h_h_T -> at(1,2)    = 0.0 ;

h_h_T -> at(2,1)    = 0.0 ;

h_h_T -> at(2,2)    = hs_max*hs_max*d2*d2 ;

}

delete dOnly;

//h_h_T->printYourself("h_h_T");

return h_h_T;

}
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FloatArray*  Quad_UP :: ComputeStaticRhsAt (TimeStep* stepN, FloatArray* dxacc)

{

FloatArray *fInternal,*fExternal,*dElem,*residuumTheta,*residuumSigma;

dElem = dxacc->Extract(this->giveLocationArray());

//add delta prescribed displacement vector - SC 29.04.99

...

fInternal = this->ComputeInternalForces(dElemTot);

fExternal = this->ComputeLoadVectorAt(stepN);

residuumTheta = this->ComputeResiduumTheta();

residuumSigma = this->ComputeResiduumSigma(dElemTot);

FloatArray *answer;

answer = new FloatArray();

answer->plus(fExternal);

answer->minus(fInternal);

answer->minus(residuumTheta);

answer->minus(residuumSigma);

delete dElem; delete fExternal; delete fInternal;

delete residuumTheta; delete residuumSigma;

return answer;

}
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FloatArray*  Element :: ComputeInternalForces (FloatArray* dElem)

{

Material         *mat; 

GaussPoint       *gp;

FloatMatrix      *b;

FloatArray       *f;

double           dV;

int              i;

mat   = this->giveMaterial();

f     = new FloatArray();

for (i=0; i<numberOfGaussPoints; i++) {

gp    = gaussPointArray[i];

b     = this->ComputeBmatrixAt(gp);

mat -> ComputeStress(dElem,this,gp);

dV    = this->computeVolumeAround(gp);

f->plusProduct(b,gp->giveStressVector(),dV);

delete b; 

}

return f;

}
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void  VonMisesMaterial_UP :: ComputeStress (FloatArray* dxacc, Element* elem, GaussPoint* gp)

{

FloatArray *sigmaTrial, *deltaEpsilon; FloatMatrix *Del;

// as we are here in u-p, Del is in fact DelBar!!!

Del = elem->giveConstitutiveMatrix()->GiveCopy();

deltaEpsilon = elem->computeStrainIncrement(gp,dxacc);

sigmaTrial = Del->Times(deltaEpsilon); 

FloatArray *one, *Np;

one = (new FloatArray(4))->giveOneArray();

Np = elem->ComputeNParrayAt(gp);

double deltaP; deltaP = Np->transposedTimes(dxacc);

FloatArray *oneDeltaP = one->Times(deltaP);

sigmaTrial->add(oneDeltaP); delete oneDeltaP;

double rTheta = 0.; Material *mat ;

double   e,nu,k; mat   = elem -> giveMaterial() ;

e  = mat -> give(’E’) ; nu  = mat -> give(’n’) ;

k = e / (3. * (1. - 2. * nu));

rTheta += gp->givePreviousRTheta();

rTheta += one->transposedTimes(deltaEpsilon);

rTheta -= deltaP / k;

delete Np;

sigmaTrial->add(gp->givePreviousStressVector());

double fSigTr = this->computeYieldFunctionFor(sigmaTrial);

if (fSigTr > 0) {

double deltaGamma;

FloatArray *dFDSigma = this->computeDFDSigma(sigmaTrial);

FloatArray *DeldFDSigma = Del->Times(dFDSigma);

deltaGamma = fSigTr / (dFDSigma->transposedTimes(DeldFDSigma));

sigmaTrial->minus((DeldFDSigma)->times(deltaGamma));

gp->isPlastic();

gp->setDeltaGamma(deltaGamma);

rTheta -= (one->transposedTimes(dFDSigma))*deltaGamma;

delete dFDSigma; delete DeldFDSigma;

}

gp->letStressVectorBe(sigmaTrial); //gp stores sigmaTrial (corrected)

gp->setRTheta(rTheta); //gp stores also the residuum of the second equation

delete Del; delete deltaEpsilon; delete one;

}
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